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Vor \v 0 r t. 



Die Grundlage tler vorliegenden Schrift bildet meine vor 
mehr als drei Jahren erschienene freie Bearbeitung von J. 
Bolyai's absoluter Raumlehre.* Zu dieser Arbeit veran- 
v^lasste mich der damals in der „Zeitschrift für den raathe- 
«^^matischen und naturwissenschaftlichen Unterricht" in höchst 
ouduidaamer und leidenschaftlicher Weise geführte Streit über 
^die zweckmässigste Behandlung der Lehre YOn den Paralle- 
'^pien; dadurch wollte ich Klarheit in diese wichtige Frage 
Abringen, namentlich das Unnütze der Beweis -Versache für 
^das elfte enclidische Axiom darlegen. 
Q> Da gegenwartig die richtige Ansicht Über die Parallelen- 
Frage in die meisten Kreise gedrnngen ist, so glanbte ich, 
dass eine vollständige Untersachimg der geometrischen Yor- 
aussetzungen und eine Übersichtliche Znsammenstellung der 
Resultate der darauf bezüglichen Arbeiten nicht ohne Interesse 
sein dürfte. 

Die Literatur, soweit sie sich auf den hier in engen 
Grenzen behandelten Stoff bezieht, konnte Dank der viel- 
fachen Unterstützug meiner Freunde ziemlich vollständig be- 
rücksichtigt werden. Besonders dankend muss ich die Be- 
reitwilligkeit des Herrn Dr. J. Hoüel (Professor in Bordeaux) 
rühmen , der mir nebst anderen wichtigen Schriften das 
Manuscript seiner Uebersetzung des in russischer Sprache 
erschienenen Hauptwerkes von Lobatschewsky 's ,,Neue 
. Principien der Ueometrie nebst einer vollständigen Theorie 
der Parallelen^^ für meine Studien zur Verfügung stellte. 

* Absolate Geometrie nach J. Bolyai bearbeitei Leipzig, 
Verlag von B. 6. Teubner. 1878. 
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Die Darstellusgsweise wurde durch die Backsicht be- 
stimmt, dass meine Schrift Lesern gewidmet sei, welche mit 
der gewöhnlichen Behandlung der Geometrie yertraut, das 
Bedürfniss einer Aufklärung der Dunkelheiten in den Princi- 
pien fühlen; diesen Zweck glaubte ich durch eine kurze, 
alles überflüssipfe Detail vermeidende Schreibweise am besten 
zu erreichen. Dass ich unter diesen Umständen bei der Walil 
der aus den Elementen als bekannt vorauszusetzenden Theo- 
rien manchmal nach der einen oder anderen Richtung etwas 
zu weit ging, möge der geehrte Leser entschuldigen. Als 
das Endziel meiner Schrift halte ich die Erkenntniss des Ein- 
flusses einer jeden einzelnen geometrischen Voraussetzung: 
denn nur dadurch können die den verschiedenen Formen der 
Erfahrung entsprechenden Theorien aufgebaut werden. Die 
für die letzteren eben erwähnten Fragen höchst wichtigen 
Untersuchungen von Riemann undHelmholtz fanden hier 
eine ungleiche Berücksichtigung. Für die erstere suchte ich 
durch erläuternde Bemerkungen und die An<]^abe der Schrif- 
ten, welche die bei Riemann unterdrückten Rechnungen ent- 
halten>^ dem Leser das Studium dieser Abhandlung zu er- 
leichtem. Die Arbeit ron Helmholtz wurde (mit Ausnahme 
der Schlussfolgerungen) hier desshalb vollständig mitgeiheilt, 
weil sie den Zusammenhang der analytischen und syntheti- 
schen Voraussetzungen der Geometrie aufkUürt; und weil es 
möglich ist, die analytischen Entwicklungen in zwei wesent- 
lichen Punkten zu rereinfachen, wodurch diese Untersuchung 
an Klarheit und Uebersichtlichkeit bedeutend gewinnt. 

Bei der Gorrectur des Druckes wurde ich vom Herrn 
A. V. Frank, Lehrer an der hiesigen Gewerbeschule, auf 
das freundlichste unterstützt, wofQr ich ihm meinen innigsten 
Dank ausspreche. 

Graz, im März lÖ7ü. 

Johannes Frischauf. 
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Erstes Buch. 

T oiaiissetzuiigen und Grundgebilde. 

Einleitende Bemerkungen. 
1. 

Die Erfahrung führt uns zur Idee, die Körper ohne Rück- 
sicht auf ihre besonderen Eigenscliaften blos nach der Mög- 
lichkeit der Zusammensetzung zu einem anderen und der 
Zerlegong in Theile zu betrachten. Die Erfahrung lässt uns 
auch erkennen, dass jeder Edrper einen gewissen Raum ein- 
nimmt, nilmlich einen Theil des durch die Erfahrung gegebenen 
Baumes. Dadurch gelangen wir zur Idee eines Baumes, in 
welchem Körper sein können, aber nicht sein mGssen. Dieser 
Baum ist, da wir ihn durch das Wegdenken der in dem- 
selben sich befindlichen Dinge erhalten, ein leerer Baum; 
man nennt ihn desshalb auch den idealen. 

In dem idealen Baume kann man sich einzelne Theile 
denken, die durch die Körper der Erfahrung ausgefüllt wer- 
den können. Diese Theile kann man unter einander gleich- 
artig vüraussetzci) — weil sie eben durch keine bestimmten 
Körper ausgefüllt sind. Den idealen Raum stellt man sich 
daher überall gleichartig und ohne Unterbrechung zusammen- 
hängend, d. i. stetig vor. Derselbe ist daher auch theil- 
bar bis zu beliebig kleinen Theüen. 

2. 

Ein aus dem (idealen) Räume ausgeschiedener (d. i, für 
sich betrachteter) Theil heisst ein (mathematischer) Körper, 
das ihn vom Gesammtraume Abgrenzende heisst die Ober 
fläche des Körpers. ^ 

yriaohaaf, Elemente der abaolnten Ueometrie. 1 



Durch einen Schnitt S kfinii ein Korper K in zwei Theile 
A und B zerlegt Tverden , welche letztere wieder durch Zu- 
sammenfilgung den ersten Kör})er K bilden. Man sagt: die 
Körper A und B berühren sich im Sebnitie S. Der Schnitt 
S heisst auch eine Flftche, die Körper Annd B bestiinmeu 
die entgegengesetzten Seiten derselben. 

Bei zwei Schnitten S und $' desselben Körpers K 
können zwei Falle eintreten. Liegt der eine Schnitt voll- 
ständig anf der einen Seite des ersten, so wird der dieser 
Seite zugehörige Theil von K wieder in zwei, also der ur- 
sprüngliche Körper in drei Theile zerlegt liegt jedoch der 
eine Schnitt zu beiden Seiten des anderen, d. h. geht er durch 
den anderen Schnitt hindurch, so wird jeder der beiden Theil- 
körper wieder in zwei Körper, also der ursprün<]^liche Körper 
iu vier Theile zerlegt Die beiden Schnitte S uml schnei- 
den sich in einer Linie wekhe die D urchs c h u i tts 1 i n i e 
Fig. 1. der beiden Schuittfliicheii heisst. Sind A und 
B die Theile von K, erhalten durch den ersten 
Schnitt S, A' und A", B' und B" die Theile in 
Folp^e eines zweiten Schnittes ;S der zweiten 
Art, sü berühren sich die Kürperpaare A' 
undB", A ' uudB', welche zu entgegeugesetzteu 
Seiten der beiden Schnitte liegen, in der gemeinsamen Linie 
l dieser Schnitte. 

Ein dritter Schnitt S" kann derart geführt werden, dass 
er jeden der vier Theilkörper der beiden ersten Schnitte, also 
auch die beiden ersten Schnitte selbst, mithin auch ihre 
Durchschnittslinie in einem Punkte P schneidet. Der ur- 
sprüngliche Körper K wird dadurch in acht Theile zerlegt; 
je zwei Theil -Körper der vier Paare, welche zu entgegen- 
gesetzten Seiten der drei Schnitte liegen, berühren sich in 
dem Punkte P. 

Denkt man sich yon den Theilen A und B des Körpers 
K fortgesetzt ohne Ende Theile abgeschnitten ohne den Schnitt 
S zu treffen, so erhält man den Begriff der Fläche S als 
eines selbsts^digen Gebildes im Räume. In gleicher Weise 
kann man Ton zwei Körpern, die sich in einer Linie l be- 
rühren, fortgesetzt Theile absclmeiden, ohne diese Linie / zu 
treüen, und dadurch zum Begriffe der Linie im Räume ge- 




Digitized by Google 



— 3 - 



langen. Den Punkt im Raame kann man als das Endfesultat 
der Schnitte betrachten , die fortgesetzt an zwei" in einem 
Punkte sich berührenden Körpern derart geführt werden, dass 
sie den Punkt nicht treffen. 

3. 

Die Oberflache eines Körpers kann als der Inbegriff der 
Schnitte, welche denKdrper vom Baume abtrennen, betrachtet 
werden. Jede FISche kann daher als Theü der Oberföche 
eines Körpers angesehen werden, sie wird von letzterem durch 

eineD Inbegriff von Li^ien abgetrennt , welche der Umfang 
der Fläche heisst. Wird eine Fläche durch einen Schnitt in 
zwei Flächen zerlegt, so bestimmen die letzteren die beiden 
entgegengesetzten Seiten der Linie, welche der Schnitt aut 
der gegebenen Fläche bihlet. Ein Schnitt, trifft eine Linie 
in einem Punkte, die beiden Theile der Linie bestimmen die 
entgegengesetzten Seiten des Punktes, 

Die entgegengesetzten Seiten der Oberfläche eines Kör- 
pers, welche durch den Körper und den ihn umgebenden 
Raum bestimmt sind, werden resp. die innere und die äus- 
sere Seite der Oberlläche genannt. In gleicher Weise nennt 
man die beiden entgegengesetzten Seiten des Umfanges einer 
Fläche, welche durch die Fläche und den sie eigänzenden 
Theil der Oberfläche des (hinzugedachten) Körpers bestimmt 
sind, resp. die innere und die äussere Seite der Fläche. 

4. 

Punkt, Linie, Fläche und Körper sind die Grund- 
gebilde der Geometrie. Jedes Gebilde kann ton einem Orte 
des Baumes an einen anderen gebracht werden; zwei Gebilde, 
etwa Ä und B, welche sich nur durch die Orte» an denen 
sie sich befinden^ unterscheiden, 'werden congruente Ge- 
bilde genannt und durch A^B bezeichnet. Diese yoraus- 
gesetzte Beweglichkeit ermöglicht die Einführung von Ge- 
bilden, welche aus lauter congruenten Elementen in gleicher 
Weise zusammengesetzt sind, und welche man „an allen 
Stelleu gleichartig'' nennt. Zwei solche Gebilde können ohne 
Rücksicht auf ihre Grenzen zur Deckung gebracht und mit 
einander verglichen d. i. gemessen werden. Man prüft z. B. 
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eine an allen Stellen als gleichartig vorausgesetzte Fläche 
hinsichtlich dieser Eigenschaft dadurch , dass jeder beliehige 
Theil derselben durch VerBehiebong auf der Fläche mit jedem 
beliebigen Theil der nngeänderten Fläche siir Deckung ge- 
bracht werden kann. Bei dieser YerBchiebung föllt die äus- 
sere oder innere Seite des verschobenen Theils resp. mit der 
inneren oder äusseren Seite der ganzen betrachteten Flache 
zusammen. In gleicher Weise kann auf einer solchen Flache 
in einer an allen Stellen gleichartigen Linie jeder ihrer Theile 
mit einem beliebigen anderen zur Deckung gebracht werden. 
Beispiele hierzu sind die Kugelfläehe und der auf ihr liegende 
Kreis nach unseren gewöhnlichen Vorstellungen. 

Eine Fläche heisst umkehrbar, wenn — dieselbe zwei- 
mal gedacht — die inneren oder äusseren Seiten zur Deckung 
gebracht werden ^ kön n en . 

Zwei Gebilde, welche aus congruenten Theileii in be- 
liebiger W eise zusuiimiengetugt sind, werden gleich genannt, 
und zwar inhaltsgleich oder t'lüchengleich , je nach- 
dem Körper od«r Flächenräume in Betracht kommen. 

Anmerli'nnr». Die Voraussetzung der Conf»nienz ist bei allen auf 
Grüsyenljestinnnniioren bezüglichen Untersuchungen unerlässlich ; denn 
jede Grössenbest ininiung setzt die Möglichkeit des Abtragens der Grüs- 
senemheit von einer (zu messenden) gegebenen Grösse, also die Un- 
abhllngigkeit der GrOasen vom Orte voratui. 

Dieselbe Vorannetsnng liegt auch der Arithmetik su Grunde, ob 
man nun die Zahl als das Ergcbniss der wiederholten Setzung eines 
Dinges oder als Beziehung eines Gliedes einer Reihe zu einem An- 
fangsgliede betrachtet. Denn im ersteren Falle hat man eine Menge 
identischer Objecte; im zweiten Falle gelangt mau nur dann zum Zahl- 
Begriff, wenn di^ Beziehung zwischen immer je zweien der Objecte 
in der Reihe imyerilndert bleibt. In beiden FUlen hat man es also 
mit Identitäten zu thnn. Die Anwendung der Rechnung auf die Geo- 
metrie setzt also vor allem anderen die Höglichkeit der Congmens 
Yoraus. 

Die Messung der Raunigrössen beruht auf der Voraussetzung der 
Zusammensetzung aus congruenten Kiementen. Es werden daher alle 
Linien aus congruenten Linieu-Eiemeuten, alle Flächen au» congruenten 
Flftchen-Elementen ond conseqneniennaisen alle Körper ans eongnten- 
ten Körper-Elementen sasammengesetat betrachtet.* 



* Ausführlichere Untersuchungen über die mathematischen Vor- , 
aossetsungen sollen im dritten Bache folgen. 
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5. 

Die Gebilde werden in begrenzte und unbegrenzte, 
endliche und unendliche unterschieden. Der Ausgang 
dieser Benennung stammt von dem Reihenbegriffc. Eine Reihe 
ist der Inbegriff von Grössen A, B, ( \ . . K, L, Mj . . in wel- 
chem jede einzelne (irösse d. i. jedes Glied, etwa L, nach 
einem und demselben Bildungsgesetze durch seine Beziehung 
zu seinem vorausgehenden K oder nachfolgenden M bestimmt 
ist. Die Möglichkeit des successiveu Ueberganges durch alle 
Glieder einer Reihe findet auch bei den geometrischen Ge- 
bilden statt; man kann von einem Theil eines Gebildes zum 
nächsten, u. s. w. übergehen, d. h. die auf einander folgenden 
Tbeile des Gebildes als die Glieder einer Reihe betrachten, 
fis genUgt daher die oben angeführten Unterschiede bei den 
Reihen zu erörtern. 

Eine Reibe heiBst unbegrenzt, wenn man — ohne 
Umkehrang des Uebergangsprocesses — fortgesetzt yon einem 
Gliede zu einem nächsten übergehen kann. Gelangt man bei 
diesem Uebergang zom Ausgangs-Gliede zurQck, so ist die 
Reihe eine endliche; gestattet jedoch die Reihe ein fort- 
gesetztes Uebergehen von einem Gliede zn einem andern, 
ohne dass man zu einem früheren Gliede zurückkommt, so 
heisst die Reihe eine unendliche. Als Beispiel einer endr 
liehen (unbegrenzten) Reihe können die (gleichen) Theile 
einer Kreislinie dienen; als unendliche tleihe erscheint die 
unbegrenzt fortgesetzte Reihe der ganzen Zahlen. Jede un- 
endliche Reihe ist unbegrenzt, da man in einer solchen 
Reihe fortgesetzt von einem Gliede zu einem anderen über- 
gehen kann. 

Dem idealen Räume wird mit Recht die Eigenschaft der 
„Unbegrenztheif* zugesprochen. Denn eine Grenze würde 
eine Ungleichheit mit den übrigen Th eilen Toraussetzen, was 
unseren Vorstellungen widerspricht. Daraus folgt keineswegs 
die Unendlichkeit des Raumes, letztere Eigenschaft müsste 
erst besonders nachgewiesen werden. 

▲nmerknng 1. Die Untenoheidting Bimchen „nnbegrenst** und 

„imendHcIr' wurde zaerst von B. Biemann in seiner Habilitations- 
schrift ,,Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zn Grunde He- 
gen" (vorgelesen zu Göttingen am 10. Juni 18&4) gemacht Berfick- 
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sichtigt man, dass im Unljegren'/.tcn in Folge des fortgesetzt wieder^ 
lioUen Ueboigangö-rrocesses auch das Moment des Unendlichen vor- 
kommt, indem zur Darstellung dieser Wiederholung die Reibe der 
ganzen Zahlen gewählt werden kann, so darf man sich nicht wundern, 
wenn mit der TTnbegrenstiieit des Raumes demselben auch sugleich 
die EigenBchaft der Unendlichkeit xnerkannt wurde. 

Anmerkung 2. Die Eigenschaften des idealen Raumes sind 
durch die in ihm befindlichen Gebilde bedingt. Es ist mindestens 
in der Geometrie unnütz, ihm andere Eigenschaften noch zuzusprechen. 
Man wird daher den idealen Kaum dann als unendlich voraussetzen, 
wenn unendliche Gebilde in Betracht gezogen werden. 

6. . 

Aus den Erklärungen des vor. Art. folgt: 

a) Die Obertläche eines vollständio; begrenzten Körpers kann 
als eine unbegrenzte Fläche betrachtet werden. Gleiches 
gilt auch von dem Umfang einer Fläche eines Kijrpers. 

b) Sind auf einer Fläclie zwei unbegrenzte Linien gegeben, 
und schneidet die eine den Umfang der durch die an- 
dere bestimmten Flätlie einmal, so muss sie denselben 
mindestens nochmals schneiden. Denn im Momente des 
Scluieideus gebt die unbegrenzte schneidende Linie aus 
dem Aeussern ins Innere der Fläche, sie muss also, um 
zu den Punkten im Aeussern wieder zurückzukehren, 
den Umfang beim Austritte nochmals schneiden. 

Da die unbegrenzte schneidende Linie nach dem Aua- 
tritte die Flacbe der zweiten Linie nochmals schneiden kann, 
u. 8. w., 80 gilt allgemein der Satz : Zwei unbegrenzte Linien 
auf derselben Flacbe schneiden sieb in einer geraden Anzahl 
Ton Punkten, wenn sie sich einmal schneiden. 

c) Analog wie in b) wird bewiesen: Eine unbegrenzte Linie 
schneidet die Oberfläche eines Körpers in einer geraden 
Anzahl von Punkten, wenn sie dieselbe einmal schneidet. 

7. 

Die Aufgabe der Geometrie besteht in der Erforschung 
der Eigenschaften der Gebilde, sowol der einfachen unmit- 
telbar gegebenen, als auch solcher, welche ans diesen durch 
Verbindung und unter Voraussetzung des Gongruenz-Azioms 
erhalten werden. Man beginnt ihre Entwicklung gewöhnlich 
derart, dass man gewisse einfache Gebilde durch ihre De* 
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fiuitiünen einführt. Es wird die Existenz von Linien und 
Flächen, die resp. aus cougruenten Theilen zusammengesetzt 
sind, vorausgesetzt. Nennt man, wie dies fast allgemein ge- 
schieht, Gerade diejenige Linie, die durch zwei Punkte be- 
stimmt ist — die also aus congruenten Stücken zusammen- 
gesetzt, mithin an allen Stellen gleichartig ist — , ferner 
Ebene diejenige Fläche, dass die geradlinige Verbindung 
zweier Punkte vollständig in ihr liegt; so sind mit der Un- 
begrenztheit uud Unendlichkeit der Geraden die ünbegrenzt- 
heit und Unendlichkeit der Ebene ausgesprochen. Da die 
Unbegrenztheit des idealen Eaumes .aus dessen Gleichartige 
keit an allen Theilen folgt ^ so kann der Geraden, also auch 
der Ebene die Eigenschaft der Unbegrenztheit zuerkannt 
werden. Die Eigenschaften der Endlichkeit und Unendlichkeit 
müssen besonders vorausgesetzt werden, und daher die bezüg- 
lichen Formen der Geometrie einzeln entwickelt werden. 

An der Stelle dieses gewöhnlichen Verfahrens sollen 

diese Gebilde aus einfacheren Voraussetzungen hergeleitet wer- 
den, wodurch auch ihre Eigenschaften vollständiger und na- 
turgemässer entwickelt werden. 

Anmerkun«? 1. Diese Ahleitnnj? wurde in gelungener Weise 
zuerst von W. J^olyai und Lobatsche wsky durchgeführt. Der 
Grundgedanke, welcher bereits von Leibniz (s. Uylenbrök „Christiaai 
Hugenii ahoramque seculi XVII vii-orum celebrinm exercitationes ma- 
thenaticae et philosophicae" Hagae MDCCCXXXIII, Fwk. II, p. 8) bei 
der Erkl&nmg der geometrischen Orte angedeutet wurde, besteht in 
Folgendem: Um die Ebene zu erhalten, denke man sich von zwei 
Puukten O und 0' (als Mittelpnnkfc) fortgesetzt (concentrische) Ku- 
gelfiächen mit (denipt-lben aber) immer grösser werdenden Radius be- 
schrieben. Dci- Inbegritl der Durchachnittslinicii je zweier Kugelflächen 
mit gleichem Kadius ist eine Ebene. Dreht man die sämmtlichen 
DnrchBchnitlalimen d. h. Kreise am die dorch die Endpimkte eines 
Durchmessers eines dieser Kreise bestimmte Gerade als Aze, so blei- 
ben bei dieser Bewegung die Punkte der Axe in Buhe, während alle 
übrigen Punkte der Ebene ihre Lage verändern. 

Die ziemlich übereinstimmende Darstellung der V)eiden oben ge- 
nannten Mathematiker wurde aueli in dieser Schrift befolgt. 

Anmerkung 2. Die Ver.sinnlicliung von geometrischen Figuren 
und ihren Beziehungen durch Zeichnung hat nur den Zweck, eine 
Ueberdcht der Laifenveifaftltnisse und der Anordnung im Allgemeinen 
EU Termitteln. Daraus folgt, dass es nicht nOtiiig ist^ die wahren Di- 
mensionen (oder deren YerhSltnisse) der Figuren durch eine Zeich- 
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nung daTziisteUen — was iür räumliche Gebilde aaoh unmöglich ist — ; 
sondeni ea genügt, wenn die Linien, Winkel, . . der Fignr durch Li- 
nien, Winkel, . . in der Zeichdiing Teninnlicht sind, ohne daas man 

deh an sehr um die Richtigkeit der einseinen Verhältnisse zu kiim- 
raern braucht. Diethe Verzerrung kann sogar in den einzelnen Theilen 
der Zeichnung wechseln; namentlich für diejenigen Tbeile der Figur, 
welche in der vorliegenden Untersuchung gar nicht in Betracht kom- 
men, kann die Abweichung ziemlich bedeutend werden, während es 
sweckm&Bsig ist, von den in Untersnchung gezoginen Theilen der Fi- 
gur eine möglichst richtige Zeichnung sn liefern. Diese beiläufige An- 
deutung der Lagenverhältnisse der Figuren findet in der absoluten 
Geometrie häufig statt. Aber auch in den angewandten matlieinatischen 
Wissenschaften verfahrt man ja auf diesollto Art. Z. B. Die nahezu 
kreisförmigen Phmetcnbahnen werden bei der Untersuchung der ellip- 
tischen Bewegung durch stark excentrische Ellipsen, hingegen, wenn 
es sich um die Anordnung der Bahnen im Sonnen^stem handelt, durch 
Kreise, deren Radien nicht in den Verhältnissen der mittleren Ent- 
fernungen stehen, sondern so gewählt werden, dass man eine bequeme 
Zeichnung erhält, veisinnlicht. 

Kugelfiäclie und Kreislinie. 
8. 

Um die gegenseitige Lage zweier Punkte Ä und B zu 
&dren, denke man sich dieselbe durch eine beliebige feste 
Linie (die man sich nach Art 2 aus einem Körper geschnitten 

denken kann) verbunden. Diese Verbindung soll durch AB 
bezeichnet werden. Sind die Punkte A, i),(', . . eines (iebildes 
durch beliebige Paare Limen in feste Verbindung gesetzt, 

was durch-4i)'6\ . ausgedrückt werden soll, so kann dieses 
Gebilde aus irgend einem Theile des Raumes in einen an- 
deren Haum-Theil übertragen werden. Sind nach Ausführung 
dieser Uebertragung A\B'yC\ . . die entsprechenden Punkte 
des Gebildes in dem anderen Xtaumtheil, so nennt man nach 

Art 4 die Gebilde ABC . . und A'B'C . . congruent und 

bezeichnet dies durch ABC . . ^ A'B'C . . 

Sind Jl und B, A' und B' zwei Punktpaare im Räume ' 
von der Eigenschaft, darss AB2:iA'B' ist, so sagt man: die 
Punkte A' und B' haben gleichen Abstand mit den 
Punkten -4 und B. 

Der Inbegrift" aller Punkte M, welche von einem gegebe- 
nen Punkt 0 gleichen Abstand haben, heisst eine Kugel- 



Digitized by Google 



— 9 — 



fläche. Diese ist an allen Stellen gleichartig, stetig und 
theilt den Raum in zwei ßestandtheile : in einen allseitig be- 
grenzten und einen unbegrenzten. Jeder Punkt des begrenzten 
Theils kann nur in den unbegrenzten gelangen, wenn er 
durch die Kugelfläche geht. Der Punkt 0 heisst der Mittel- 
punkty der unveränderliche Abstand der Punkte 0 und M — 
durch OM beseiehnet — der Radius der Eugelfläcfae. Der 
durch die Kugelfläehe abgegrenzte (körperliche) Raum wird 
eine Kugel genannt. 

Durch den Mittelpunkt und den Radius ist die Kugel- 
fläche, also auch die Kugel eindeutig bestimmt 

Zu jeder Kugelfläehe kann man sich aus demselben Mit- 
telpunkte eine zweite die erstere einschliessende denken, man 
sagt dann: die zweite hat einen gr&sseren Radius als die erste. 

Zwei Theile von Kugelfliichen mit verschiedenen Kadien 
können nicht (ohne Rücksicht auf die Grenzen) zur Deckung 
gehracht werden. Denn ergänzte man diese Theile zu iiireii 
Kugelfliichen, so müssten im Falle der Möglichkeit der Deckung 
der Theile auch die ganzen Kugelilächen sich decken können. 

9. 

Zwei Kugelflächen $ und S' mit verschiedenen Mittel- 
punkten 0 und 0', von denen die eine theilweise innerhalb, 
theilweise ausserhalb der andern liegt, schneiden sich in einer 
Linie h, welche eine Kreislinie genannt wird. Die Kreis- 
linie ist (nach dem Grundsatze ,,gleiche Bestimmungen er- 
zeugen Gleiches'') an allen Stellen gleichartig. Daraus folgt: 

a) Sind Jf und N zwei beliebige Punkte der Kreislinie, 

so kann das Gebilde OC)"^ mit dem Gebilde ÜÖ'N 
zur Deckung gebracht werden. 

b) Denkt man sich von einem ihrer Punkte, etwa A, zwei 
Punkte M und M' nach entgegengesetztem Sinne in 
gleicher Weise bewegt, so treffen sie in einem Punkte 
£ derart zusammen, dass sie durch die beiden Punkte 
A und B in zwei congruente Theile zerlegt wird. Man 
sagt: die Kreislinie ist von J. aus in halbirt. 

In ähnlicher Weise kann jedes der beiden Stocke AMB 
und AM' Bin. zwei congruente Theile zerlegt werden, u. s. w.. 
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d. h. man kann ach die ErdBliiiie aus coograenteii Stiicken 
bestellend denken. 

Jede der beiden Kugelflächen S und wird dorch die 

Bjreislinie k in zwei Flächen- Segmente «erlegt; es seien 3 und 
3' die Segmente von "i^. Das von der Flüche eingeschlos- 
sene Segment, etwa I?, wird mit der stetigen VergnVsserung 
des Kadius der KugolHäche S f'O lange stetig wachsen, bis 
die ganze Fläche $ von der Fläche $' eingeschlossen ist. 
Durcli stetige Verniin(l»'rinig des Kadius von wird das ein- 
geschlossene Segment der Fläch»* S bis zum Verschwin- 
den abnehmen, in welchem Mümcnte die beiden Flächen S 
und S sich berühren* und zwar von innen oder von 
aussen, je nachdem der Punkt 0' im Inneren oder Aeus- 
seren der KugelHüchc liegt. Bei fortgesetzter Abnahme des 
Radius der Flüche S' wird die zagehörige Kurbel entweder 
ganz innerhalb oder ganz ausserhalb der Flache S liegen. 
Daraus folgt, dass eine Fläche ^' existiren muss, für welche 
die beiden Segmente J und 3' einander gleich werden; die 
zngehdrige Kreislinie k halbirt also die Fläche S und wird 
dann eine Hauptlinie dieser Fföche genannt. 

10. 

Es sei 3 das kleinere Segment der Kugelfläche S. Von 

einem beliebigen Punkt ( ' der Linie Je lasse man einen Punkt 

J) in der Linie k bewegen und beschreibe 
aus C mit dem jedesmaligen Hadius CJ) 
\ eine Kugeltläche; diese schneidet die Fläche 
" > S in einer Kreislinie / und bestimmt in 
I der Linie auf der mit J) entgegen- 
/ gesetzten Seite des Punktes C einen Punkt 
^ D' derart, dass CD = CT)' ist. Das auf 
dem Segmente 3 liegende Stück der 
Kreislinie l halbire man im Punkte 31 (indem man von D 
und jy aus Punkte in gleicher AVeise bewegen lilsst, welche 
in der Mitte 3/ zusammentreilen). Diese Punkte M con- 
struire man stetig vom Badius Null bis zu jenem Radius, 

Ob diese Berührung in einem oder in mehreren Punkten Btatt* 
. findet, wird im Folgenden erwiesen. " 
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der dareh die beiden Punkte 0 and C\ wo C* der zu C zu- 
gehörige Halbirougspunkt Yon h ist^ bestimmt wird. Der In- 
begriff aller Mitten M iet eine stetige Linie m, welehe sich 
in allen Punkten der Linie h «aS gleiche Weise .errichten 
lasst; so dass ein Pankt C in der Linie k gehend sie anf der 
Fläche S mitführen kann. Jeder Punkt der Linie m bleibt 
bei dieser Bewegung entweder an demselben Ort, d. h. ist ein 
Ruhepunkt, oder er ist hinsichtlich der i'unkte 0 und 0' 
gleich bestimmt und bildet daher auf der Fläche ^' eine Kreis- 
linie. Ein Kuhepukt Ii muss existiren; denn sonst wäre eine 
letzte Kreislinie vurluinden, auf welche man wieder das vo- 
rige Verfahren der Construction der Linie ni ainvendeii könnte. 
Durch die Bewegung der Linie CR auf der Fläche ^ bis 
zur Kückkehr des Punktes wird das ^ranze Sejjment 3 be- 
schrieben. Daraus folgt, dass auf dem Segment 3 kein zweiter 
liuhepunkt T existiren kann, weil sonst dasselbe Segment 3 » 
durch die Bewegung der Linien CE und CT beschrieben 
würde. 

Die Linie m erstreckt sich vom Punkte C an durch den 
Punkt B hindurch bis zum Punkte im Punkte B wird 
die Linie m halbirt, so dass also CB^C B ist. In gleicher 
.Weise wird durch diese Linie die Flache J halbirt 

Sind die beiden Segmente 3 und Jt' einander gleich, so 
kann man«dilrch Halbiren des auf dem Segmente f liegen- 
den StDckes CD der jedesmaligen Kreislinie l einen Inbegriff 
▼on Punkten M' erhalten, welcher ebenfalls eine stetige Linie 
m' bildet; durch deren Bewegung das Segment 3' beschrieben 
werden kann und für welche ebenfalls ein Ruhepunkt JR' 
ezistirt. Die Linienstücke CR und CR' zusammen erzeugen, 
während der Punkt C durch die ganze Kreislinie k hindurch 
bewegt wird, die ganze Fläche ^. Bei dieser Bewegung 
bleiben die Punkte Ii und M' in Ruhe; während jeder andere 
Punkt dieser Linie eine Kreislinie beschreibt. 

Man nennt jede Bewegung eines Gebildes, bei welcher 
gewisse Punkte des Gebildes in Ruhe bleiben, eine Drehung. 
Die Drehung kann bis zur Rückkehr in die Anfangslage fort- 
gesetzt werden; den durchlaufenen Weg nennt man eine Um- 
drehung des Gebildes um die festen Punkte, und die durch 
Umdrehung einer Linie erzeugte Fläche eine Rotations- 
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fläche. Aus dem Yorhergehenden erhellt , dam die Kugel-- 
fläche als eine Rotationsffikhe * betrachtet werden kann. 

11. 

Als Umkehrung des Torigen Art gilt folgender Satz: 
Sind 0 und, 0' zwei fest verbundene Punkte , sind ferner Ä 
und B zwei verschiedene Punkte des Raumes derart^ dass 

ÖA = OB, Ö^? = 0^ 
ist, so schneiden sieh ilie aus den Mittelpunkten 0 und 0' 
mit den resp. Radien OA und ()'A beschriebenen Kugel- 
flächen S und in einer Kreislinie, in welcher die beiden 
Punkte A und B liegen; es kann daher der Punkt A in dieser 
Kreislinie durch den Punkt U hiudurcii bis zur Rückkehr 
bewegt werden*. 

Es seien die Radien OA und O'A einander gleich. Ist 
L ein Punkt von S», welcher ausserhalb der KugelHäche S 
liegt, so beschreibe man mit einem Radius, welcher zwischen 
O'A und O'L liegt, eine Kugelfläche welche die Kugel- 
flache i5 in einer Kreislinie k schneidet. 

Sind die beiden Radien OA und (J'A ungleich, und ist 
O'A der kleinere Radius, so beschreibe man aus 0' mit dem 
Radius gleich OA eine Kugelfläche Si'*, welche die Kugel*, 
flache ^ in einer Kreislinie h schneidet. 

Die Punkte A und B liegen gleichzeitig *in* einem der 
beiden Segmente 3 und J', in welche die Fläche 9 durch 
die Kreislinie k zerlegt wird. Gonstmirt man daher eine 
Linie m, so muss der Punkt A vom Ruhepunkt B verschiedeu 
sein, weil sonst auch B mit R identisch sein mfisste, was. 
gegen die Voraussetzung ist, dass A und B verschiedene 
Punkte sind. Jedem der Punkte A und B entspricht daher 
bei der Bewegung von m eine Kreislinie, diese beiden Linien 
müssen (der gleichen Bestimmung von A und B gegen 0 
und 0' wegen) mit einander identisch sein. 

Zusatz. Aus dem eben bewiesenen Satze erhellt, dass 
zwei KugelÜächen sich nur in einem Punkte berühren 
können. 

* Hau kann diesen Sats mcht*als evident erklären, ohne die Yor- 
anisetzung zu maoheu, daes zwei Kugelfl&ohen nicht zwei Punkte ge- 
mein haben kOnnen, ohne sich zu nohneiden. 
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Gerade und Ebene. 

12. 

Es sei 0 der Mittelpunkt einer Kugelfläche S; 0' ein 
beliebii^er Puukt derselben: aus dem Punkt 0' als Mittelpunkt 
beschreibe man mit dem Radius O'O eine zweite KugelÜäclie 
S'; beide Kugeln sind von einander verschieden und jede 
liegt theilweise innerhalb, theilweise ausserhalb der anderen, 
sie schneiden sich daher in einer Kreislinie h. Ebenso schnei- 
den sieh die beiden Kugelflächen E und Z", welche aus den 
Mittelpunkten 0 und 0' mit gleichen Radien >00' be- 
schrieben werden, in einem Kreise denn alle Punkte der 
Kugelfläche S', also auch der Kugel welche innerhalb 
der Kugelfläche S liegen^ liegen anch innerhalb der Fläche 

Das soeben erhaltene System von Kugeln, Kugelflacheu 
und Kreislinien wird nicht geändert, wenn man die Mittel- 
punkte 0 und 0' sammt ihren Kugelflächen vertauscht. 

Daraus folgt: Ist A ein beliebiger Punkt der Kreislinie 
h der Flächen S und B der zu A zugehörige Halbirungs- 
punkt von so können die Mittelpunkte 0 und 0* sammt 
ihren Kugeln um die ruhenden Punkte A und derart be- 
wegt werden, dass der Punkt 0 nach 0* und der Punkt 0* 
nach 0 kommt; dabei fällt die Kreislinie h mit ihrer ursprüng- 
lichen Lage zusammen. Aber auch in jeder Kreislinie x 
eines jeden Flächenpaares Z und 2^ gibt es ein Punktpaar 
P und Q, welches bei dieser Bewegung in Ruhe bleibt, so 
dass, wenn M einer dieser beiden Punkte ist, es keinen von 

JJf verschiedenen Punkt 3/"' gibt derart, dass AHM ABM' 

ist. Ein solcher Punkt M wird ein Einziges von AB ge- 
nannt.* 

Diese Punktpaare P und Q werden für jede Kreislinie x 
auf die folgende Art bestimmt: Ist K ein beliebiger Punkt 

von X und nicht ein Einziges von ABf so kann nach 
Art, 11 K um AB bis zur Rückkehr bewegt werden. Bei 

der oben erwähnten Bewegung des Kugelsystems falle der 
Punkt K nach K'\ durch diese Punkte wird die Linie 

* Benennong Ton W. Bolyai. 
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X in zwei Theile zerlegt: es sei P die 
Mitte des einen und Q die Mitte des 
anderen; die Punkte der Linie PK fallen 
in der neuen Lage mit den Punkten PK' 
der ursprünglichen Lage zusammen, die 
Punkte P und Q sind die Ruhepunkte der 
Drehung. 

Die Punkte P folgen Ton einem der Punkte Ä oder B, 
etwa von A, und die Punkte Q von B an, stetig auf einan- 
der, wenn die Flachenpaare Z uinl 2.' stetig, vom Flächen- 

paare S und S' an, auf einander tollen. 

Die zwischen den Punkten A und B dieser beiden Linien 
befindliche Lücke kann dadurch ausgefüllt werden, dass man 
fortgesetzt Kugelfläclien 2J und Z" mit stetig kleiner werden- 
den Radien beschreibt. Die Reihe dieser Kadien beginnt von 
00' an und endet mit dem kleinsten Radius, in dem Mo- 
mente, wo die beiden Flüchenpaare sich berühren. Durch 
Bestimmung der Ruhepunkte erhält man ein Linienstück 
AB, welches rait den i unbegrenzten) Linien AP und BQ 
eine einzige unbegrenzte Linie bildet, welche die Eigenschaft 
hat, dass sie sammtliche Ruhepunkte des Kugelsystemes ent- 
hält, welches durch die fortgesetzten Kugelflächenpaare £ 
und £' bestimmt ist. 



13. 

Im vorigen Art ist die Existenz von Linien nach- 
gewiesen, welche ihre Lage nicht ändern, wenn sie in zwei 
Punkten festgehalten werden. Diese versuchte Lagenände- 
rung ist derart zu verstehen, dass eine solche Linie, wenn 
sie zugleich einem Flächen- oder Körpergebilde angehorig 
ist, bei der Bewegung des Gebildes (um die festen Punkte) 
lauter Ruhepunkte enthält. Jede Linie von der erwähnten 
Eigenschaft; wird eine Gerade genannt. 

Zwei Gerade und welche zwei Punkte 31 und N 
gemeinsam haben, fallen in allen Punkten zusammen. Denn 
bringt man die beiden Geraden mit der durch das Kugel- 
system der Punkte 0 und 0' des vorigen Art. bestimmten 
Geraden g in eine solche Lage, dass die gemeinsamen Punkte 
M und N in diese Gerade g fallen, so müssen sämmtliche 
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Funkte der Geraden q^ und mit den Punkten der Geraden 
^ zosammenf allen. Denn im ent^i;egengesetzten Falle müsa- 
ten die Fimkte der Geraden oder y^^ oder beider Geraden^ 
welche ausserhalb der Geraden g fidlen, als Punkte des 
Eugelsystems betrachtet bei der Bewegung Ton 0 und 0' 
von den Rnhepunkten verschieden sein. 

Die Gerade kann ans congmenten Stücken zusammen-* 
gesetzt gedacht werden, nach den beiden entgegengesetzten 
Richtungen ins Unbegrenzte verlängert und jedes zwischen 
zwei Punkten enthaltene Stack, welches eine Strecke ge- 
nannt wird, ins Unbegrenzte getheilt werden. 

Der Abstand zweier Punkte wird durch die zwischen 
ihnen enthaltene Strecke bestimmt. 



14. 

Der InbegrilY aller Kreislinien x, welche als die Schnitte 
der KlUchenpaare Z und Z"' erscheinen, bildet eine Fläche, 
welche eine Ebene genannt wird. Dieselbe kann durch 
Bewegung der Geraden FABQ (d. i. durch Bewegung der 
Kugeltiächen um die Punkte 0 und 0 ) erzeugt werden. 
Daraus erhellt, dass die Ebene vermittelst der Geraden auf 
die folgende Art erhalten werden kann: Eine Kreislinie als 
Durchschnittslinie zweier gleicher Kugelflächen werde in den 
Punkten Ä und B halbirt. Durch die Punkte 
A und 13 ist eine Gerade bestimmt; es sei 
ferner C die Mitte der Strecke AB, Eine 
der beiden Hälften der Kreislinie werde in 
D halbirt^ so ist durch die Punkte C xmd D 
eine zweite Gerade CD bestimmt, welche 
senkrecht auf der Geraden AB genannt wird. Dreht man 
die erhaltene Figur nm AB, so beschreibt die Gerade CD 
eine Ebene. 

Die Ebene ist eine umkehrbare Flache. Vertauscht man 
nSmlich die Punkte 0 und 0' sammt ihren KngelflSchen 

untereinander, so fallen die Kreislinien x wieder zusammen. 

Für die eben erwähnte Erzeugung der Ebene denke man sich 

die vorige Figur nochmals und lege sie mit der ersten so zu- 
sammen, dass die Geraden AB und Byi sich decken; dann 
werden auch die beiden Ebenen sich decken. Die beiden 
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(^entgegengesetzten) Seiten der Ebene sind daher gleichartig; 
jedem Punkt des Raumes auf der einen Seite der Ebene 
entspricht eiu gleichliegender Puukt auf der entgegeugesetz- 
ten Seite. 

Die Gerade AB heisst „scBkrecht aui' der Ebene im 
Punkte C". 

15. 

Fflr die Entwicklung der flbrigen fandamentalen Eigen- 
schaften der Ebene sind einige vorbereitende Sätze ndthig. 

Durch drei Punkte und die drei ?on je zwei Punkten 
bestimmten Strecken ist ein Gebilde bestimmt, welches ein 
Dreieck genannt wird. Die drei Strecken heissen die Sei- 
ten des Dreiecks. Aus Art. 11 folgt, dass zwei Dreiecke, 
welche die drei Seiten wechselweise gleich haben, cougruent 
sind. 

Zwei von einem Puiii\te A ausgehende Gerade AB und 
AM bilden einen Winkel; der gemeinsame Punkt heisst 
der Sc Ii eitel, die von ihm ausgehenden (Geraden heisseu 
die Schenkel des Winkels, derselbe wird durch MAB 
oder BAM bezeidmet. Werden die Schenkel als starre 
(d. i. feste) Linien gedacht, so kann der Winkel an einen 
beliebigen anderen Ort des Raumes gebracht werden; bleibt 
der Scheitel A und ein Schenkel .^i^ uogeundert, so ist die 
Lagenänderung eine Drehung des zweiten Schenkels yl 3/ um 
den ersten AB. Wegen der Gleichartigkeit und Stetigkeit 
des Raumes wird durch die Umdreliung des bewegten 
Sehenkels eine zusammenhangende Fläche (Kegelfläche) be- 
schrieben; sind M. und N zwei beliebige Punkte derselben, 
so sind die Winkel MAB und NAB einander gleich. Um- 
gekehrt: Zwei Winkel sind einander gleich, wenn sie in eine 
solche Lage gebracht werden können, dass ihre Scheitel und 
Schenkel zusammenfallen. 

Daraus folgt: Zwei Dreiecke sind congruent, wenn sie 
zwei Seiten und den von ihnen eingeschlossenen Winkel 
wechselweise gleich haben. 

16. 

1) Eine Gerade, welche zwei Punkte Jf und N mit einer 
Ebene (S gemein hat, liegt vollstttndig in der Ebene @. 
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lig. 5. 




Es sei die Gerade AB auf der £beiie (S im Punkte C 
sehkredit, dabei werde AC^BC Torausgesetet Für jeden 
beliebigen Punkt P der Qeraden Jf^ ist 
nur zu beweisen, dass die Gerade OP im 

Punkte C auf der Geraden AB senkrecht 
steht, indem dann nach Art. 14 die Ge- 
rade CP als eine specielle I^age der die 
Ebene erzeugenden Geraden betrachtet 
werden kann. Mit Berileksichtigung des 
vorigen Artikels erhält man nach einander 

AAMi'&ABMl', 
AACP^ABCP; 

woraus die Gleichheit der Winkel ACF und BCF folgt. 
Die Gerade C'P ist daher auf der Geraden AB im Punkte 

C senkrecht. 

2) Durch drei Punkte A, B, (\ die nicht in einer Ge- 
raden liegen, ist eine und nur eine Ebene bestimmt. Hätten 
zwei Ebenen <S und (S' die drei Punkte A, B, C gemeinsam, 
80 hätten sie auch die drei Geraden AB, BC, CA gemein- 
sam, welche auf jeder der beiden Ebenen ein Dreieck ABC 
abgrenzen. Ist P ein beliebiger Punkt der Ebene % so liegt 
derselbe entweder innerhalb oder ausserhalb des ümfanges 
des Dreiecks ABC» Liegt P innerhalb, so ziehe man die 
Gerade AP und verlängere dieselbe von P an ins Unbe- 
grenzte, wodurch die Gerade BC in. einem Punkte, etwa 2), 
geschnitten wird. Die Gerade AD, also auch der Punkt P, 
liegen in beiden Ebenen. Liegt der Punkt P ausserhalb der 
Figur ABC und z. B. auf der entgegengesetzten Seite von 
BC mit dem Punkte A, so ziehe man die Gerade P/l, 
welche also die Gerade BC in einem Punkte, etwa B, 
schneidet; u. s. w. 

3) Zwei verschiedene Ebenen (5- und 6'; welche einen 
Punkt A gemeinsam haben, schneiden sich in einer Geraden. 
Denn zieht man in der Ebene 6* durch den Punkt A dne 

Vrltohaaf, Klemcate dar «biolatui U»oiB«tii«. 2 
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Gerade MNf wo der Paukt A aaf der Strecke MN TorauB- 
gesetzt wird| so liegen die Theile MA und AN auf den 
entgegengesetzten Seiten der Ebene (S'. Ist P ein Pnnkt 
der Ebene % ausserhalb der Oeraden MN^ der mit M auf 
derselben Seite yon (S' liegt, so schneidet die Gerade FN 
die Ebene (S' in einem Punkte, etwa B, Die Grerade AB 
ist daher die Durchschuitislinie der beiden Ebenen ^ und 

Zusatz 1. In jedem (beliebigen) Punkte C einer Ebene 
ist eine und nur eine auf dieser Ebene senkrechte Gerade 
AB möglich. Macht mau die Strecken CA und CB einan- 
der gleich, so können die Punkte A und B als die Mittel- 
punkte der die Ebene erzeugenden Kugelüücheu betrachtet 
werden. 

Zusatz 2. Dreht man in einer Ebene eine Strecke 
derart, dass der eine Endpunkt in unveränderter Lage bleibt, 
so beschreibt der andere Endpunkt eine Kreislinie, welche 
als der Durchschnitt zweier Kugeläächeu mit gleichen Ra- 
dien betrachtet werden kann; der unveränderliche Punkt 
heisst der Mittelpunkt, die gedrehte Strecke des Ra- 
dius der Kreislinie; das erzeugte Gebilde wird ein Kreis 
genannt. 

Anmerkung. Ist die Ereidinie der Durchschnitt zweier Kugel- 
liftchen mit Tenchiedenen Badien, so ist snm Nachweis, dass ne eine 
ebene Linie ist, der Satz, ,,das8 von einem Punkte ausserhalb einer 
Geraden nur eine Senkrechte möglich ist," erforderlich. 

17. 

Im Art. 16 wurde eine vorläufige Definition des 
Winkels eweier Geraden gegeben. Aus der Existenz der 
Ebene folgt, dass ein solcher Winkel ein ebenes Gebilde ist. 
Gewöhnlich wird derselbe entweder als ein Lagengebilde oder 
als das Mass der Drehung einer Geraden oder als Mass der 
(unbegrenzten) Fläche zwischen seinen Schenkeln angesehen. 
Alle diese MasBlugnfiPe sind aus dem Satze „ die Kreislinie 
ist aus cojigruenten Theilen zusammengesetzt'' entlehnt. 
Aus dieser Eigensehaft folgt, dass zwei Theile derselben 
Kreislinie in gleicher Weise wie zwei Strecken gemessen 
werden können. Man kann daher das Verliültniss eines 
Kreiabogeiuj AB zum Umfange u durch eine (ratio- 
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nale oder irrationale) Zahl darstellen. 
Für eine zweite concentrische Kreislinie 
welche den Geraden OA und OB in 
den Punkten A' und B' begegnet, hat 
das Verhriltuiss des Bogens A'B' zum 
zugehörigen Umfang w' denselben Werth j \^ 
GS ist daher 

AB :u^ AB : u\ 

Gleiches gilt aneh von dea Fläehen concentrisdier KreiB- 
theile begreost von den in dieselben Geraden fallenden Ra- 
dien ond den zugehörigen Kreisbögen. 

Durch diese für alle concentrischen Kreise coustanten 
Verhältnisszahlen des Bogens AB zum Umtaug w, der 
Fläche des Kreisausschnittes AGB zur Fläche des ganzen 
Kreises wird der Winkel der Geraden OA und 0 gemessen. 
Ist die Masszahl = so wird der Winkel AGB ein rechter 
genannt, und durch Ii bezeichnet. Die Linien OA und OB 
sind im Punkte 0 auf einander senkrecht, man bezeichnet 
dies durch 0£±0Ä oder ÜA±0B. 

Anmerkung. Bei der Answerühnng oder Vergleidhang sweier 
Winkel durch Zahlen ist hiinier sn berücksichtigen, daas sie durch 
Bögen oder FHuhen von Kreisen mit gleichen Radien gemessen 
werden, falls mau sie nicht einzeln durch die Masszahlen an ihren 
Kreisen ausdrückt. 

18. 

Zwei Ebenen, welche durch dieselbe Gerade gehen, bilden 

einen Keil (oder Flächenwinkel). Die Gerade heisst die 
Kante, die beiden durch sie halbbegrenzten Ebenen die 
Seiten des Keils. 

Errichtet man in einem beliebigen ^ 
Punkt A der Kante des Keils in den ^^C 



beiden 8eiten »Seiikrechte AB und AC g» 



auf die Kante, so ist der Winkel B AC x \,b^' 
von unveränderlicher Grösse für jede ^'v 
Lage des Punktes A; dieser Winkel ist ^\ ^-^"^ 
daher das Mass des Keils. ^' 

Es sei A' ein beliebiger zweiter Punkt der Kante, AB' 
und A' C seien die Senkrechten in den Seiten des Keils 

2* 
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A" die Mitte der Strecke AA' und Ä' B" und A" C" die 
zugehörigen Senkrechten in den Seiten. Man kann nun das 
Gebilde B" A" C" B'A'C so mit dem Gebilde C'A' B" 
CAB zur Deckung bringen, dass die Geraden 

A^'B", A**a\ A^A 
des einen Gebildes, mit den Geraden 

A"C", A"B'\ A"A' 

des anderen Gebildes zAisammen fallen , wodurch auch der 
Seheitel und die Schenkel des Winkels Ji^ 6' mit dem Schei- 
tel und den Schenkeln des Winkels C'A'B' zusammenfallen. 

19. 

Zwei Ebenen stehen auf einander senkrecht, wenn 
sie einen rechten Keil bilden. 

1) Zieht man in einem beliebigen Punkte A der Durch- 
schnittslinie a zweier senkrechten Ebenen % und %' eine 
Gerade a senkrecht auf die eine Ebene %, so liegt diese 
Gerade in der zweiten Ebene ^l'. 

2) Ist eine Gerade auf einer Ebene ^ senkrecht, so ist 
jede durch die Gerade gelegte Ebene auf der gegebenen 
Ebene ^ senkreckt. 

3) Die Durchschnittslinie a zweier auf einer dritten 
Ebene ® senkrechten Ebenen % und %' steht auf derselben 
Ebene ^ senkrecht. 

4) Zwei Gerade a und a', welche auf einer Ebene % 
senkrecht stehen, liegen in einer auf dieser senkrechten 
Ebene %\ 

Die Beweise dieser Sätze ergeben sich aus dem vorigen 
Art mit Zueiehnng des Satzes, dass in dner Ebene in 
einem Punkt einer Geraden auf diese nur eine einzige Senk- 
rechte möglich ist. 
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Unendlicher Baum. 



Erster Abschnitt. 
Farallelen-Aziom und eaelidisclie Geometrie.* 




geradlinige Dreieck. 
20. 

1) Man kann jedes Dreieck ABC 
in ein flächeDgleiches ABE verwan- 
deln, in welchem die Summe der Win- 
kel A und E gleieh dem Winkel A 
des gegebenen Dreiecks ABC ist. 

Verbindet man die Mitfce D der Seite BC mit dem 
Punkt A und macht die Verlängerung DE = AJ), so ist 

addirt man dazu das Dreieck ABD, so erhält man den 
obigen Satz. 

2) Es sei A der kleinste Winkel des Dreiecks ABC^ 
dieser wird in zwei Theile EAB und EAG^AEB zer- 
legt, welche entweder gleich oder Terschieden sein kdnnen. 
Wendet man das obige Verfahren auf das Dreieck ABE 
derart an, dass man wieder den kleinsten Winkel in zwei 
Theile zerlegt, so erhält man ein neues Dreieck, dessen 
Flache und Winkelsumme gleich ist der Fläche und Winkel- 
summe des ursprQngUcl^n Dreiecks ABC und in welchem 



* In diesem Abschnitte sind alle bekannten und leicht beweis- 
baren Sfttse, besonders, wenn »ie sich nicht auf die Parallelentheorien 
beziehen, weggelassen. Ebenso sind alle nidit erklärten Beseichnnn- 
gen im gewöhnlichen Sinne zu nehmen. 
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zwei Winkel zusammen gleich oder kleiner sind als die 
Hälfte des kleinsten Winkels A des gegebenen Dreiecks. 
Durch n mah'ge Anwendung dieser Operation erhält man ein 
Dreieck LMN, welches mit dem Dreiecke ABC gleiche 
Flache und Winkelsumme hat und in welchem die Summe 
zweier Winkel, etwa M und N kleiner ist als : 2» ^ also 
(fttr ein hinreichend grFosses i») kleiner gemacht werden kann 
als jede noch so kleine gegebene Grosse. 

Daraus folgt: Die Summe der drei Winkel eines Drei- 
ecks JJBC kann nicht grosser sein als zwei Rechte. Denn 
wäre die Winkelsumme B + a, so kdnnte man aus 
dem Dreiecke ABC ein Dreieck LMN erhalten, in welchem 
die Summe zweier Winkel kleiner als der dritte Winkel 
also grösser als 2 IL sein mfisste. 

Die Summe der Winkel eines Dreiecks ist daher ent- 
weder gleich oder kiemer als zwei Rechte. 

Der Aussenwinkel eines Dreiecks ist entweder gleich 
oder grösser als die iSunime der beiden inneren nicht an- 
liegenden Winkel. 

a Durch einen i*unkt ß ausser- 

halb einer Geraden AA' kann 
man eine Gerade BM derart 
ziehen, dass sie mit der Gera- 
jg ~ A den AA' einen beliebig kleinen 
Winkel bildet. 

Man ziehe willkürlich die Gerade BC, welche mit der 
Geraden AA' den spitzen Winkel AGB bildet, mache 
CD = BC y so ist in dem gleichschenkligen Dreieck BCD 
nach Art. 20 der Winkel D^^ACB. 

Durch fortgesetzte Wiederholung dieser Construction er- 
hält man schliesslich eine Gerade 7? 71/, die mit der Geraden 
AA' einen Winkel bildet, der kleiner ist als jede beliebig 
kleine Grosse. 

22. 

Ist in einem Dreieck ABC die Summe der Winkel 
gleich zwei Rechte, so ist auch die Summe der Winkel 
eines jeden Dreiedm gleich zwei Rechte. 

1) Betragt die Winkelsumme des Dreiecks 'ABC zwei 
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Rechte, so beträgt dieselbe auch In jV 
dem vom Dreieck ABC abgeschnitte- 
nen Dreiecke wie ABC, ADE 2wei 
Rechte. 





Denn würde die Winkelsumme der Dreiecke ADO uud 
DHC resp. 2 B — x und 2 B — y betragen, so erhielte man 
durch Addition der VVinkelsammen der beiden Dreiecke 
2 B — {x -\'yi) ab Winkelsumme des Dreiecks ABC, Das- 
selbe .gilt auch vom Dreiecke ADE. 

2) Zerlegt man das Dreieck ABC durch die Höhe CD 
in zwei rechtwinklige Dreiecke^ so kann 
man eines derselben | etwa ADC durch 

Anlegung eines congraenten zu «inem 
Viereck AI) CK ergnn/pn, in welchem 
jeder Winkel ein rechter ist. 

Aus dem Vierecke . ( DCK kann durch Jf B 

fortgesetzte Anlegung des gegebeneu ein 
anderes Viereck mit vier rechten Winkeln und den in eine 
Ecke zusammenpassenden Seiten von der Länge mAK und 
J'IC und aus diesem wieder ein Viereck mit abermals vier 
rechten Winkeln um! den in eine Ecke zusammenstossenden 
Seiten mAli. und iiKC) wo rn und n beliebig grosse Zahlen 
sind; erhalten werden. Dieses Viereck wird durch eine Dia- 
gonale in zwei congruente rechtwinklige Dreiecke getheilt, 
für welche die Winkelsumme je 2B beträgt. Von einem 
solchen Dreieck kann man jedes beliebige andere recklwink- 
lige abschneiden; die Winkelsumme eines jeden rechtwink- 
ligen, also auch jedes beliebigen Dreiecks beträgt daher 
zwei Rechte. 

Daraus folgt mit Berücksichtigung des Art 20, 2): die 
^umme der Winkel eines Dreiecks ist entweder in jedem 
Dreieck gleich zwei Rechte oder sie ist in jedem Dreieck 
kleiner als zwei Rechte. 

Die Entscheidung, welche von diesen beiden Annahmen 
in der Wirklichkeit stattfindet, steht im Zusammenhang mit 
der Untersuchung der einander nicht schneidenden Geraden, 
welche in derselben Ebene liegen. 
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Flg. 11. 



Nicht schneidende Gtoade in derselben £beue, parallele 

Gerade. 

23. 

1) Zwei Gerade AA* und BB'^ welche von einer dritten 
Geraden AB derart geschnitten werden, dass die Stimme der 

innern Winkel, welche auf derselben Seite 
der schneidenden Geraden AB liegen, zwei 
Rechte beträgt, können sich nicht schneiden. 

Sind AX' und BB** die Rfiekferläuge- 
rungen von AA' und BB'y so können 
die Gebilde A ABB' and B'BAA" zur 
DeckiiiifT «rebracht werden. Würden sich daher 
A A' un^l />/>' schneiden, so müssten sich 
auch A A " und Bli " schneiden. Es ist da- 
her die Existenz von einander nicht schnei- 
A" B denden Geraden iu derselben Ebene nach- 
gewiesen, 

2) Ist C die Mitte von AJi, und I) E e'nie beliehi<jfp durch 
C gezogene Gerade, welche die (lerade A'A' also (wegen der 
Congruenz der Gebilde A ABB' und B'J^AA') auch die 
Gerade B' B" schneidet, so beträgt auch die Summe der bei- 
den auf derselben Seite von J)E liegenden Winkel zwei Rechte. 

Aus ACAJJ^AOBM folgt Winkel ABC GEB, 



A 

D 



K 

B 



also 



ÄDE B'EJJ = Ä' DE -f (2 ü - ÄI)E) = 21i, 

24. 

Man kann nach dem vorigen Artikel in einer Ebene 
durch einen I'unkt .1 au.sserhalb einer Ge- 
raden B' B' mindestens eine die Gerade 
H />' nicht schneidende Gerade A' A" zielien, 
indem man etwa A B B' B" und A'A ' 
LAB zieht. Alle im Punkte A halbbe- 
«^renzten (lerailen auf derselben Seite der 
Geraden AB, welche ausserhalb des Strei- 
fens A A' und B' B" fallen, schneiden die 
Gerade BB' nicht; hingegen kann man 
j* innerhalb der halbbegrenzten Fläche JI J. BB' 
Gerade (wie iu der Figur) ziehen, welche 
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die Gerade BB' schneiden; d. h. man kann alle auf der- 
selben Seite der Geraden AB liegenden im Punkte A halb- 
begrensten Geiaden in zwei Glassen bringen: 1) in solche, 
welche die Gerade BB' nicht schneiden, nnd 2) in solche, 
welche die Gerade BB' schneiden. Die gemeinsame Grenz-, 
linie dieser beiden Classen wird die Parallele zur Geraden 
BB' genannt; diese Grenzlinie ist nun entweder mit der 
Geraden AA' identisch oder liegt innerhalb des Streifens 
A'ABB', in diesem Falle sei etwa die Gerade AD die 
Parallele. In jedem Falle besteht das Eennzeichen der Paral- 
lelen dnrch einen Pmikt A zu einer' Geraden BB' darin, 
dass sie der Geraden BB' nicht begegnet , dass aber jede 
andere Gerade; wie z. B. die Gerade AC^ die man gegen 
die Gerade HB' hin unter einem noch so kleinen Winkel 
resp. CAA' oder CAD mit der Parallelen zieht, die Gerade 
B B' schneidet. 

Ist die Parallele die (Gerade AA'y dann werden alle 
übrigen durch den Punkt A gezogenen Geraden die Gerade 
B'B" schneiden. 

Ist eine von AA' verschiedene Gerade, etwa die Gerade 
AD die Parallele, so mache man auf der entgegengesetzten 
Seite von AB den Winkel BAE=- BAD. Die Gerade 
AE ist dann die Parallele zur Geraden B B" und sind AD' 

und A K die luickverläiigerun^^reji von AJ) und A K, so wer- 
den alle innerhalb der Winkel DAE' und E A 1)' gezogenen 
Geraden (mit samuit ihren Kückverlängerun^^en) nicht schnei- 
dende Gerade zur Geraden />" B" sein, während die übrigen 
Geraden (oder ihre Kückverlüjigerungen) die Gerade B'B" 
schneiden. Man erhält in diesem Falle für den Punkt A 
ausserhalb der Geraden B' ß" folgende Classen von ( leraden: 
1) Schneidende Gerade, 2) Nichtschneideude Gerade, 
3) Zwei durch den Punkt A gehende parallele Gerade, 
nämlich die Gerade AD parallel zur Geraden BB und die 
Gerade AE parallel zur Geraden BB" (die liückverlängerung 
von BB ). In diesem Falle muss man ausserdem die Rich- 
tung des Parailelismus berücksichtigen, während dies im vo- 
rigen Falle überflüssig ist. 

Dass die Gerade AB — in der Richtung von A nach 
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B — zur Geraden CD — in der Richtung yon C nach D 
— parallel ist, wird durch 



Aua der Definition für Parallele ergeben aich folgende 
Eigensdiaften: 



a) Liegt der Punkt J^ auf der Geraden ÄA', so ziehe mau 
die Gerade A^C unter einem beliebig kleinen Winkel 
A'A^(\ Für jeden Punkt C der halbbegrenzten Ge- 
raden AiC schneidet die Gerade AC die Gerade BB' 
etwa in 2>. In das Dreieck ABl), wo ABjlJUH' 
ist, tritt die unbegrenzte Gerade A , C ein, sie muss da- 
her den Umfang desselben nochmals und zwar in einem 
Punkte der Seite BD, etwa in £, schneiden. 

b) Liegt der Pnukt in der Rflckverlangerung der Ge- 
raden AA', so ziehe man die Gerade AjF unter einem 
so kleinen Winkel, dass die Gerade AB in F geschnitten 
wird. Macht man den Winkel AAD^A'A^F, so 
schneidet die unbegrenzte Grerade J-j^ den Umfang des 
Dreiecks ABD nochmals und zwar in einem Punkte 
der Seite BD, etwa in 6r. 

2) Zwei Gerade sind stets gegenseitig parallel; d. b. ist 
AA' II BB\ so ist auch BB' || AA\ 

Ist AA' l BB\ so kann man für jeden beliebigen Punkt 
A der Geraden AA' einen Punkt B der Geraden BB' der- 
art finden, dass Winkel A'AB — B'BA ist Illach Art. 22, 
kann man eine Gerade so ziehen, dass der Winkel 
ÄAC < AGB ist. Macht man auf der Geraden CB von C 



AB I CD 



bezeichnet. 



25. 




Fig U. 



1) Eine Gerade AA' ist an 
allen ihren Punkten zu einer Ge- 
raden B B' parallel, d. h. ist 

AA' I BB', so ist auch Ä^A' | BB\ 
A^A' II 7^/r, . . wo .1,, A,, . . 
beliebige Punkte der nach beiden 
Richtungen unbegrenzten Geraden 
AA' sind. 
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aus did Streeke CD » AC, so ist der Winkel B'BA — 
DAC < DAA\ Bewegt man nun den Punkt C bis D, und 
▼erbindet seinen jedesmaligen Ort 
mit dem Punkte A, so erhält man „ »> / 



mittelbar die Eigenschaft der Ge- ^ 
geuseitigkeit des Paralklismus folgt. 

Ist M die Mitte der Strecke AB, M3r J_AB, so ist 
3IM' II AA' und 3IM' \\ BB'. Denn würde die Gerade AA 
die Gerade MM schneiden, so mtisste auch die BB' die 
J£M* in demselben Punkte schneiden. Zieht man A C unter 
einem beliebig kleinen Winkel A'AC, so begegnet dieselbe 
der Geraden BB', also auch der Geraden MM\ 

3) Zwei Gerade BB' und CC\ welche einer und der^ 
selben Geraden AA' nach derselben Richtung parallel sind, 
sind zu einander parallel. 

a) Die drei Geraden AA', BB', CC liegen iu derselben 



Dass die Geraden BB' und CC sich nicht schneiden 
können, folgt unmittelbar daraus, weil sonst durch den Durch- 
schnittspunkt nach derselben Seite mit der Geraden AA' 
zwei Parallele möglich wären. 

Folgen die drei Geraden in der Ordnung AA', BB', CC 
auf einander, so ziehe man von einem Punkte C der Geraden 
CC die Gerade CB unter einem beliebig kleinen Winkel 
C'CB gegen die Gerade AA% welche also diese Gerade, etwa 
in Bf mitbin auch die Gerade JBB'^ etwa in J?, schneidet 

Folgen die Geraden in der Ordnung BJP', AA', CC'auf 
einander, so ziehe man von einem beliebigen Punkt der Ge- 
raden BB* oder CC, etwa vom Punkt C der Geraden CC\ 

eine Gerade unter einem beliebig kleinen Winkel DCC gegen 
die Gerade AA', welche also die Gerade AA', etwa in D, 
schneidet. Die Verlängerung der Geraden CD schneidet, 
wegen AA' \BB'f die Gerade BB' m einem Punkte, etwa 
in 



für einen auf der Strecke CB lie- 
genden Punkt, etwa B, eine Ver- 
bindungslinie AB derart, dass 

A' AB == B'BA ist, woraus un- 




Ebene. 
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Fig. 1«. 




b) Die Ebeueu Ä'AB und A'AC bilden mit einander 
eineu Winkel. 

Zunächst ist zu beweisen, dass die Geraden BB' und 
CC in einer Ebene liegen. 

Ist BD eine Gerade in der Ebene der Parallelen A A ' und 

BB'j so begegnet diese der Geraden AA' 
etwa in D. Die Ebene CBD begegnet 
der Ebene der Parallelen AA* und CC 
in der Geraden CD. 

Man bewege die Ebene CBD so 
lauge, bis der Dunsbschnittspunkt D ver- 
schwindet; dies ist der Fall, wenn die 
Gerade BD mit der Geraden BB\ also 
die Ebene CBD mit der Ebene CBB' 
zusammenfällt Auf gleiche Weise fällt 
dann die Ebene BCD mit der Ebene BCC zusammen. Die 
Geraden BB' und CC* liegen daher in dieser Endlage der 
Ebene BCD, 

Dass BB'WCC ist, folgt mm so: Wäre in der Ebene 
der Geraden B B' und CC die Gerade B B" \\ CC, «o müssten 
(auch dem eben bewiesenen, wegen A A' [| CC',) die Geraden 
BB" um\ A A' in derselben Ebene liegen; die ln'iden Ebenen 
BB'CC und AA'BJr hätten dann zwei Gerade BB' und 
BB" gemeinsam, was unmöglich ist. 

Zusatz. Aus b) kann a) so erhalten werden: Es sei 
DD ausserhalb der Ebene AA', BB', CC und DD' \\ AA'. 
Dann ist, wegen A A' \\ BB', AA' \\ DD', nach DD' \\ BB'. 
Auf gleiche Weise folgt DD' l CC und damit wieder nach 
b) BD' y CC, 



Winkel zweier Farallelen mit einer schneidenden Geraden. 



Vif. 17. 



26. 

Ist für irgend zwei Parallele AÄ und BB' 
die Summe der inneren Winkel A und B auf 
derselben Seite einer schneidenden Geraden AB 
gleich zwei Rechte , so ist dies anch Air jedes 
andere Paar Parallele CC und 2>D' der Fbll. 

Man kann nach Art. 23« 2) immer roraus- 
setzen, dass der Winkel ÄAB^CCD ist. 
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Legt man die Figur VC DD' so auf die Figur AA' BB\ dass 
die Geraden AA' uud CC, CD und AB in ihrer Richtung 
zusammenfallen, so falle der Punkt i> auf E und die Gerade 
DD' nach EE'. 

liegt de? Punkt £ auf der Strecke AB, so folgt nach 
Art. 25, 3) aus 

AÄ II BB\ CC oderAA | DD' oder i?^?', AA' | ^-ET J JBB'. 

Ist die Summe der inneren Winkel A'AE-\- E'EA = 
211— X, E' EB 4 IV BE = 2 Je — y, wo a; und y positiv 
sind, 80 erhält mau durch Addition 

AAB + B'BA « 2 jß — (a? + y), 

also 

« + y — 0; 

was nur möglich ist, für b 0 und ^ « 0. 

Fällt der Punkt D in den Punkt B, so fällt die Gerade 
DD' mit der Geraden BB' zusammen. 

Fällt der Punkt D ausserhalb der Strecke A B, so kann 
man aus der Figur A'ABB', indem man mit ihr congruente 
Figuren zusammenfügt, eine derartige erhalten^ dass der Punkt 
E auf die Strecke AB oder in den Endpunkt B der neuen 
Figur föUt Vergl. Art 22. 

Daraus folgt, dass die Summe der inneren Winkel zweier 
Parallelen mit einer schneidenden Graden entweder jedesmal 
8wei Rechte betragt oder jedesmal kleiner als zwei Rechte ist. 

Zusammenhang der Parallelen und der Wlnkelaumme des 

Dreieoka. 

27. 

Betragt die Summe der inneren Winkel zweier Parallelen 
mit einer schneidenden Geraden zwei Rechte, so ist durch 
jeden Punkt ausserhalb einer Geraden nur eine einzige 
Parallele möglich, und alle andern (in derselben Ebene) durch 
diesen Punkt gezogenen Geraden schneiden die gegebene Ge- 
rade. Unter dieser Voraussetzung betragt auch die Winkel- 
summe eines jeden Dreiecks zwei Rechte. 

Zieht man nämlich durch eine Spitze, etwa B, die Gerade 
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B' B" parallel siir gegenflberliegenden Seite ^ Odas Dreiecks 
ÄBCf 80 ist 

Winkel A ABB\ C — CBB\ 

also 

Fi,..,. A + B + C-2B. 

Umgekehrt. Beträgt clie Winkel- 
ig' summe eines Dreiecks zwei Rechte, so 
ist die Summe der inneren Winkel 
-^i A' zweier Parallelen mit einer schneiden- 
den Geraden gleich zwei Rechte. 

Wäre nämlich für A A' \\ BB' Winkel Ä AB -f- B' B A 
= 2R — a, so könnte man nach dem Art. 21 ein Dreieck 
ABC construiren, in welchem der Winkel C < a voraus- 
gesetzt werden kann, also der Winkel ABC ^ ABB' sein 
müsste, was unmöglich ist, da i^C innerhalb der Figur AABB' 
fallen muss. 

Die beiden Vorausseizungen : 1) die Summe der inneren 
Winkel zweier Parallelen mit einer sehneidenden Geraden be- 
trägt zwei ßeehte^ und 2) die Summe der Winkel eines Drei- 
ecks betrügt swei Reehie, sind daher mit einander identisch. 
Dasselbe gilt ron der Vorausseteung: durch einen Punkt 
ausserhalb einer Geraden ist nur eine einsige, die gegebene 
Gerade nicht schneidende Gerade möglieb. 



Suolidisehe Geometrie. 
28. 

Aus den Voraussetzungen des vorigen Artikels, welche' 
mit dem sogenannten elften Axiom Eudid's y,Zwei Gerade, 
welche von einer dritten so geschnitten werden, dass die beiden 
innern an einerlei Seite li^enden Winkel zusammen kleiner 
als zwei Rechte sind, schneiden sich hinreichend verlängert 
an eben dieser Seite" identisch sind, erhält man die gewöhn- 
liche „euc lidische'' Geometrie. In dieser haben die Punkte 
der Parallelen gleiche Abstände, und umgekehrt: der Ort 
aller Punkte, welche von einer Geraden gleichen Abstand 
haben, ist eine zur ersteren parallele Gerade. 

Die eucliUisclie Geometrie hielt man bis in dieses Jahr- 
hundert als die einzig mögliche Form der Kaumwissenschaft. 
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Man huldigte fast allgemein der Ansicht, dass das Parallelen- 
Axiom eine Folge der Eigenschaft der Geraden, also mit Hülfe 
der fibrigen GrondnltsBe und Axiome beweisbar sei*. Dass 
diese Beweisversache erfolglos sein mnssten, wird im zweiten 
Abschnitte dieses Baches nachgewiesen; hier mag nur bemerkt 
werden y dass die auf der erwähnten Ansicht basirten Par^ 
allelentheorien mit Ausnahme von Legend re kaum etwas 
wissenschaftlich Bemerkenswerthes zu Tage förderten. 

29. 

Bei dem ün?ermögoii, einen wissenschaftlicher Strenge 
genügenden Beweis fQr das Parallelen-Axiom zu li^ern**, er- 
setzte man dasselbe durch Voraussetzungen; die mehr An- 
schaulichkeit besitzen. 

Am meisten erwähnenswerth ist der VerBuoh TOn Le- 
gendre, welcher folgenden Satz voraussetzt: „Durch einen 
Punkt innerhalb der Schenkel eiues spitzen Winkels kann 
immer eine Gerade derart gezogen werden, dass sie die bei- 
den Schenkel des Winkels schneidet/' Damit lässi sich be- 
weisen, dass die Summe der Winkel eines Dreiecks ABC 
nicht kleiner als 2Ji sein kann. Man lege au das Dreieck 
ABC das congruente BCD an und ziehe 
durch D eine Gerade EF, welche die 
Schenkel AB und AC schneidet. Wäre 
die Winkelsumme des Dreiecks ABC — 
2R — Xf die der Dreiecke BBE und' 
r-Di?^ resp. 2i2 — y und 2B — Zy so 
wäre 2R — 2x — ? die Winkel- jI M ^ 

summe des Dreiecks AEF, dieselbe also 
< 2i2 — 2x. Durch malige Anwendung dieses Verfahrens 
erhält man ein Dreieck AMN^ in welchem die Winkelsumme 

* Daas die Einreibung dieses Satzes unter die Grundsätze (Axiome) 
nur auf einem Versehen einiger Handschriften über Euclid beruhte, 
hat H. Hanke 1 in seinen „Vorlesungen über complexe Zahlen und 
ihre Functionen** S. 62 nachgewiesen. 

** iBine siemHch voUatändige Zasammeiutelluiig der hieher gehö- 
rigen Literafeor findet man in dem Sohnke*Bohen Artikel nParallel* der 

Encyklopädie von Ersch und Grub er. An diese reiht sich noch an 
die Theorie von Bouniakowsky (Mcmoires de 1' Academie de F6- 
tenbouig. Serie VI, Sciences mat. et phjs., tome IV.)t welche zugleich 
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kleiner als 2R — 2nx, also für ein hinreichend grosses n nach 
uegaÜY sein könnte. 

30. 

Das anschaulichste Axiom hat W. Bolyai* ausgespro- 
chen: „Drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, li^en 
immer auf einpr Kugelfläclie." 

Die beiden Voraussetzungen: „1) Drei Punkte, die nicht 
m einer Geraden liegen, liegen auf einer Kugelfiächej 2) drei 
Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, liegen in dem 
Umfange eines Kreises'^ sind mit einander identisch. Denn 
die Senkrechte von dem Mittelpunkte der Kngel auf die Ebene 
der drei Punkte bestimmt den Mittelpunkt des Kreises, in 
dessen Umfang die drei gegebenen Punkte Hegen; und um- 
gekehrt: jeder Punkt der Senkrechten im Mittelpunkt des 
Kreises auf die Ebene dieser drei Punkte kann als Mittel- 
punkt der Kugel genommen werden. 

Fig; M. Es seien in einer Ebene die beiden Ge- 

raden AA' und BB* gegeben, ferner sei C 
ein beliebiger Punkt der Geraden BB' und 
die Gerade CA ± AA\ Ist nun der Winkel 
AGB' spitz, so schneiden sich die Geraden 
AA' und BB\ Denn eine Senkrechte vom 
Punkte A auf die Gerade CB' bestimmt (durch 
ihren Fusspunkt und den Punkt C) auf letz- 
^ terel» eine Strecke von der Eigenschaft, dass 

für jeden beliebigen Punkt B dieser Strecke 
der Winkel ABB' spitz ist. Eine Gerade HD ±BB' milt 
in das Innere des Winkels ^7? C des Dreiecks ABC, sclinei- 
det daher hiureiclieiid verlängert die Seite in einem Punkte, 
etwa D. Verlängert man die Strecke DA um AE = DA 
und die Strecke DB \xm BF = DB, so liegen die drei Punkte 

eine Kritik der Theorie des Bertrand von Genf enthUt, vnd dessen 
BemerkuDgeu über die nicht -endidisclke Geometrie (M^moires .... 
Sdrie VII, tome XVIII). 

* Kurzer Grandri^^s feines Versuchs etc. S. 46 wird bei der Auf- 
zählung der vom Parallelen-Axiom nnabhängijsreu Slitzp fnlfronder aus 
der Theorie der Grenzflächen entnommene Satz ausgesjirochcn : ,,künn- 
ieu jede 3 Pmikto, die nicht in einer Geraden aiud, in eine Sphäre 
fallen; so w&ce das Euel. Az. XI. bewiesen." 
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J), Fjj F in dem Umfange eines Kreises: die Senkrechten vom 
Mittelpunkt desselben auf die Seiten DE und DF des Drei- 
ecks DBF sind mit den Geraden AA' und BB' identiscli. 
Diese Geraden schneiden sich daher in einem Punkte. 

Daraus folgt (mit Zuziehung des Art. 26) unmittelbar 
der Beweis des elften euclidischen Axioms. 

Anmerkung. Diiss unter Voraussetzung der nichteucHdischen 
Geometrie nicht jede drei l'unkte, die nicht in einer Geraden sind, in 
dem Umt'auge eine» KreiäCä liegen, wird iu der Anmerkung des Art. 62 
nfilier eriftntert 

Zweiter Abschnitt. 
KlebtevelidlBolie deometrle« 

Historiflohe Bemerkungen, 
3i. 

Die Erfolglosigkeit aller Bemfihungen eines Beweises des 
elften euclidischen Axioms haben schliesslich dahin geführt, 
die zweite noch mdgliche — diesem Axiom entgegenstehende 
— Vorausseteung; ^^dass die Summe der innem Winkel zweier 
Parallelen mit einer schneidenden Geraden oder die Summe 
der Winkel eines geradlinigen Dreiecks kleiner als zwei Rechte 
ist'', zu untersuchen. Die consequente Durchführung der letz- 
teren Voraussetzung liefert ebenfalls eine in sich widerspruch- 
freie Geometrie, welche von C. J. Gauss (der sich seit 1792 
damit beschäftigte) die nichteuclidische*, von N. Lo- 
batschewsky die imaginäre'-'* und von J. Bolyai die 



• Briefwechsel zwischen CJanss und Schumacher. Briefe vom Jahre 
1881 und 184G; besonders interessant i.st iler Brief vom 12. Juli 1881. 

** Zum eröteumale am 12. Februar 182t> m einem Vortrag der 
phys. math. FacuUftt m Kasan amanandeigQtetBt DazsteUnngen dieser 
Theorie findoi aich: Kasaner Bote 1829 nnd 1880. Gelehrte Schriften 
der üniT^rritiU; Kasan 1886 — 1888, welche das Hauptwerk (mariaeh) 
unter dem Titel „Neue Principien der Geometrie nebst einer voll- 
stündigen Theorie der Parallelen" enthalten, G^omtitrie iraaginaire. 
Grelle J. B. 17. Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Pa- 
raHellinien, Berlin 1840. Pangeometrie, ou Prt^cis de Geometrie fondee 
snr nne th^orie g^n^rale des paralleles; Kasan 1866. Ins Italienische 
fibezsetat von Bftttaglini (Gionialo di Matematicho. Vol. V). Eine nene 
ToUslAndige Aufgabe der Schriften Lobatachewaky^s wird g^enwartig 

Vriiehauf, Elemmto d«y abiolntm Oeoneirta. 8 



t 
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absolute Haiuii 1 cli re* L^eiiaiint wunlc. Eine Ueberein- 
stimmuug der beiden (jleometneii kaiiu nur in den auf die 



von M. Janichewsky besorgt. Vergl. den Art. von Houel , Notice 
sur la vic et los travanx de N. J. Lobatschefsky" in dem Bulletin des 
aciences, touie I, Taria. 

• In dem Anhange zu dem „Tentamen" seines Vaters W. Bolyai. 
Der vollständige Titel dieses Werkes lautet: „Tentamen Juventutem 
rtadioeam in elementa UatheeeoB purae, elementaris ac rablimioris, 
metbodo intnitivaf eridentique hnic propri», introdncendi. Cum Ap- 
pendice triplici. Aiu fort- Professore Matheseos et Physices, Chemiaeque 
Puhl. Ordinario. TomuB Primus. Maros Viif^arlielyini 183-2. Typis 
Collegii lleformatorum per Josephuni et Sinipononi Kali de Felsö 
Vist." 8". Mit \ Kui)f(>rtafelu. Tentanion Juventutem etc. Tomus Se- 
cundus, ibidem 1833. Mit 10 Kupfertaiclu. 

Dem ersten Bande folgt ein Anhang seinet Sobnes mit folgendem 
Titel: „ Appendix, soientiam spn^i.äbsoltUe veram exbibens: a veritate 
aat falmtate Axiomatis XI Eaolidei (a priori band unquam decidenda) 
independentem ; adjecta ad casum ialHitatis, quadratura oircoli geo- 
nictrica. Auctoro Johanno Polyui de cndfin, nconu'trannn in Exer- 
citu Caesareo llegio Au«triato Castrensiiim Capitiun o'". l)(;rselbe ent- 
hält 26 Seiten Text mit einer Figurentafel und 2 Seiten Errata. 

Als ein Auszug und Bericht des Tentameu ist die Schrift: „Kurzer 
GmndrisB eines VerBüches, I) die AriibmetUct dnreb gwectmRaaäg con- 
stmirte Begriffe, von eingebildeten und nnendliobkleinen GrOasen ge- 
reinigt, anschaulich und logisch-streng darzustellen. TT) In der Geo- 
metrie die Begrifl'e der {geraden Linie, der IH^ono, dea Winkels allge- 
mein, der winkellosen Formen und der Krmiimen, iler verscliiedenen 
Arten der Gleichheit u. dgl. nicht nur scharf zu bestimmen sondern 
auch ihr Sein im Räume zu beweisen: und da die Frage, ob zwei 
von der dritten gescbnittene Geraden, wenn die Snmma 
der inneren Winkel nicbt«»2A, sich schneiden oder nicht? 
Niemand auf der Erde ohne ein Axiom, wie Euclid das XI., aufsu- 
stelleu beantworten wird; die davon unabhängige Geometrie abzuson- 
dern, und eine auf die Ja Antwort, andere auf da.'^ Nein so zu bauen, 
dass die Formeln der letzten auf einen Wink aueh in der ersten gültig 
seien. — Nach einem lateinischen Werke von 182Ü, Maros-Väsarhely, 
und eben daeelbBt gedraddem ungaiiechen, Maros -V&sftrbely 1861.* 
(8®, mit 88 Seiten Text) zn betrachten, welche auch einen Vergldch 
der Appendix mit Lobatschewsky's nGeometriache ünterrachnngen* 
enthält. 

Bämmtliche Schriften von W. Polyai sind ohne Namen d( s Ver- 
faöBcrs (irschionon. Eine ausführliche I.!iogra]iliie der beulen Holyai hat 
Franz Schmidt in Gruuerts Archiv, Theil XLVllI, gegeben. /Fran- 
idtisohe und italienische Uebersetzungeu der Appendix wurdem resp. 
von J. Hoüel und im Qiomale di Matematiche Vol. V gdiePerk 
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Oongnienz allein sich stflteenden Betrachtungen TorkommeD, 
wohei jedoch zu beachten ist, dass die Cougruenzen nicht 
vermittelet Sätze, die das Parallelen- Axiom vorauBsetzen, eiv 
halten werden dürfen. In allen Theilen der Geometrie, welche 
sieh anf eine Yoranssetzuug der Parallelen (oder der Winkel- 
Bumme des Dreiecks) stützen, muss — wegen des Gegen- 
satzes der euelidischen und nichteuclidischen Annahme — 
zwischen den beiden Geometrien Verschiedenheit eintreten. 
Scheinbare Ausnahmen, d. i. Ueberstimmung der beiden Geo- 
metrien in diesen Theilen werden sich aus der Stetigkeit der 
beiden Voraussetzungen erklären lassen*. 

Parallele^ Niohtsohneidende und Linien gleichen Abstandes. 

32. 

Ans der Yoranssetzung des Stattfindens der nichteucli- 
dischen Geometrie ergehen sich ffbt die parallelen Geraden 
folgende Eigenschaften: 

1) Ist j1 ein Punkt ansserhalh einer Ge- ^ *^ 
raden BB\ ÄA' 1 BB' und AB ± BB\ so 
heisst der Winkel A'AB zwischen der Par- 
allelen AA' und der Senkrechten AB der 
Parallelwinkel ** 

Nimmt die Distanz AB zu oder ab, so nimmt der Par- 
allelwinkel ab oder zu. Ist nämlich ( ' I> <C A Ji , so muss 
für CC II JUr der Winkel C'CB > A'AB sein. Denn wäre 
C'CB = ÄAB oder C'CB > A'AB, so wäre für die Par- 
allelen AA' und CG' die Summe der innern Wiukel A und 
C gleich oder grösser als zwei Rechte. Für jede Distanz p 
(eines Punktes von einer Geraden) gibt es also einen be- 
stimmten Parallelwinkel und umgekehrt. Man bezeichnet den 




* Ausser den bereits angeführten älteren Scliriften sind höchst 
beachtenswerth : Tilly, ^ItudeH de mechanique abstraite. Memoires 
couronues de rAcadenüe royulo he]gi(]ue; toiue XXI. A. Genocchi, 
dei prinii priucipii della meccauica e della geometria in relazione al 
pottalsto d* Endide, Firenze, 1869, Memoria estratta dei TOlumi deU* 
Aecademia da XL residente in Modena, Serie III, tomo II, Parte I. 
C. Flye 8te Marie, ^udes analytiquei rar la thterie des parallUes. 
Paris, 1871. 

Nach Lobatachewsky. 
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der Distanz p entsprechenden Parallelwinkel dorch J7(p). Für 
p « 0 wird n{p) ^ B, da die Parallele mit der Geraden BB' 
zusammenfallt; nähert sich p dem Unendlichen, so nfthert 
sich n(p) dem Werthe Nnll. 

2) Parallele nähern sich einander auf der Seite ihres 
Parallelismus immer mehr. 

Sind nämlich AB ^ AB' und _L AÄ^ so ist die Gerade 

Uli' eiue nicht sehneidende Gerade zur 
Geraden ÄÄ. Deun ist T die Mitte der 
Strecke AA und ( Ji .1. J.l', so können 
die Vierecke ACDli und ÄCDB' zur 
^ Deckung gebracht werden*, es ist daher 
zugleich CD _L HB' y also die Gerade 
1) Ii' eine nicht schneidende Gerade. Die 
Parallele 1) II" liegt nüher gegen die Ge- 
rade AÄy sie begegnet also der ISenkrechten AB' in einem 
l'unkte B" derart, dass AB/' < AB' ist. 

Die Distanzen der Punkte einer Geraden vou einer ihr 
Parallelen werden daher in der Richtung des Parallelismus 
immer kleiner — die zugehörigen Paralielwinkel also immer 
grosser; mau sagt daher auch: Zwei Parallele schneiden sich 
im Unendlichen. Die zwischen zwei Parallelen enthaltene 
(unhegrenzie) Fläche der unbegrenzten Ebene wird ein Strei- 
fen genannt. Zwei Streifen können zur Deckung gebracht 
werden. 

Der Ort aller Punkte, welche vgn einer Qeraden gleichen 
Abstand haben, ist eine krunmie Linie. 

In dem Vierecke ACDB der Figur des vorigen Art^ 
ist der Winkel B spitz. Trägt man auf der Geraden CD 
die Strecke CE ^ AB « A*B' ah, so föUt der Punkt E auf 
die Verlängerung der Strecke CD. Das Viereck ACEB 
kann nämlich mit dem Viereck CABEzxa Deckung gebracht 
werden y woraus die Gleichlieit der Winkel B und E folgt; 
jeder dieser Winkel ist daher spitz ^ also liegt der Punkt E 
ausserhalb der Strecke CD* Eine Linie, deren Punkte 
E, B' , , von einer Geraden AA gleichen Abstand haben, 
ist daher keine Gerade. Den gleichen Strecken ^6' und CA' 
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der Geraden AA' entsprechen gleiche Stücke J>E und J'^ Ii' 
dieser krummen Linie. Ist der constante Abstand gleich Null, 
so füllt die Linie mit der Geraden zusammen ; je grösser der 
Abstand wird, desto kleiner werden die Winkel der Sehne 
BE mit den Senkrechten AB und CJE, da, wie aus Art. 22, 
1) hervorgeht, von zwei Vielecken von gleich viel Seiten, 
TOQ denen das eine innerhalb des andern fjeg^, das kleinere 
die grössere Winkelsnmme hat. 

N&hert sich der Punkt B' immer mehr dem Punkte B, 
80 werden die Winkel B und B' immer grösser, die Gerade 
BS' nihert sich immer mehr der Tangente im Punkte B, 
Die Tangente in B steht daher auf der Geraden BA senkrecht. 

34. 

Zwei nicht schneidende Gerade haben einen kleinsten 
Abstand. 

Jede Verbindungslinie des Punktes B mit einem Punkte, 
etwa Jbf» der Strecke B'B" (des Art. 32, 2) ist eine nicht 
schneidende Gerade. Die Entfernungen der Punkte der Ge- 
raden BM von der Geraden AA' nehmen in der Richtung 
BM ab, diese Abnahme kann nicht unbegrenzt sein, weil sich 
sonst die beiden Geraden AA' und JJM schneiden müssten; 
es können auch nicht die Punkte irgend einer Strecke gieiclieu 
Abstand haben, weil man sonst ein Viereck wie AA'Ji'B 
erhielte, in welchem die Senkrechten in A, Ä, T gleich wären, 
jedes der Vierecke ACDB und A'B'DC hätte dann vier 
Rechte. Es muss daher für einen gewissen Punkt ^ der 
Geraden JIM die Entfernung V^' ^'ou 
der Geraden AA' eine kleinste sein, dabei ^ Mg.», 
muss _L y>7l/ sein, weil sonst die Senk- 
rechte von P auf die Gerade JIM kleiner 
wäre. Die beiden Figuren AB<^>B und 
A'PQM sind congruent; versiiinlieht man A'^'^'~P~ — -A' 
sich (nach Anmerkung des Art. 7) die bei- 
den Geraden durch krumme Linien, so ist ihr Verhalten s«) 
wie in der beigegebenen Figur. 
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Winkelsumme und FlAohe des Dreieoks. 

36. 

• 

Die Limen gleichen Abstandes gestatten eine Auffindung 
der Beziehung zwischen der Winkelsumme und der Fläche 
eines geradlinigen Dreiecks. 

1) Sind All und CD die beiden 
Linien gleichen Ab-^itandes h von einer 
gegebenen Geraden FQ, so wird jede 
2f ^Strecke 31 N zwischen diesen Linien 
von der Geraden FQ im Punkte 0 
-q halbirt. Denn zieht man MM' und 

NN' ± PQ, so ist 
f AOMM' ^AONN', 

also 

Mü = ON, 
Aus dieser Congrueuz erhält man ausserdem 

Winkel AMN^MNl). 

Darans folgt: Die Summe der drei Winkel eines Drei> 
ecks MNB, dessen eine Seiie NB ein Stfick einer Linie 
CD gleichen Abstandes von einer Geraden PQ nnd dessen 
gegenfiberliegende Spitze M ein Pankt der zweiten Linie AB 
desselben gleichen Abstandes von der Geraden PQ ist, -be- 
tragt zwei Bechte. Denn es ist 

N-{-M-i'B = AMN-^ NMR + RMB « 2B. 

Zieht man die »Sehne NU, so beträgt also die Winkel- 
summe des geradlinigen Dreiecks MNli weniger als zwei 
Hechte. 

2) Macht man den Bogen MS ~ Nli, so kann man auf 
das (gemischtlinige) Viereck XR3IS die Sätze für die (ge- 
radlinigen) Parallelogramme der gewöhnlichen Geometrie an- 
wenden. Daraus folgt: Alle Dreiecke, welche eine Sehne NR 
eines Bogeus der einen Linie CD gleichen Abstandes von 
der Geraden PQ als Grundlinie und ihre Spitze in einem 
beliebigen Punkte M der anderen Linie AB (desselben) glei- 
chen Abstandes haben, sind flacbengleich uud haben dieselbe 
Winkelsnmme. 

Zusatz. Damit kann man die auf die Verwandlung von 
Dreiecken in flachengleiche bezüglichen Aufgaben lösen; z. B.: 
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a) Eio Dreieck in ein gleichschenkliges zn verwandeki. 

b) Ein Dreieck in ein rechtwinkliges zu verwandeln u. s. w. 

36. 

Zwei flacheugleiche Dreiecke ABC und ABD^ welche 
dieselbe Grundlinie AB haben, haben gleiche Winkelsumme. 
Sind M und N die Mitten der 

Seiten AC und BC, so sind die Ab- 
stände der l*iinkte A, ß, C von der 
Geraden MS einander gleich, etwa 
= //. Alle Dreircke, welche die ge- 
lueiiisanie Grundlinie AU und ihre 
Spitze in der durch den Punkte ge- 
zogenen Linie FQ vom gleichen Al)- 
stand = h haben, sind lÜichengleich 

und haben gleiche Winkelsumme/' Es ist also zu beweisen, 
dass der Punkt D in der Linie PQ liegt.* Dieser Beweis 
geschieht iudirect. Wäre U kein Punkt dieser Linie, so ziehe 
man die Gerade BD. 

1) Schneidet die Gerade BD die Gerade MN, so schnei- 
det sie auch die Linie FQ, etwa im Punkte E. Aus 

AABC^AABE 
AABC^ AABD, 

folgt 

AABE^AABD, 

was unmöglich ist, wenn der Punkt D auf der Strecke BE 
liegt. 

2) Schneidet die Gerade BD nicht die Gerade MN, so 

nehme man fOr den Punkt (' den Durchschnittspunkt der 
Senkrechten in der Mitte der Seite All mit der Linie PQf 
d.h. man setze das Dreieck ABC als gleichschenklig voraus. 
Nun wühle man auf den (jeraden 31 Ä und NU die Punkte 
M' und N' derart, dass MM' ==^NN' ist und die Gerade 
BD die Gerade M'N' schneidet. Legt man durch den Punkt 
C, wo M'C = M'A vorausgesetzt ist, eine Linie C'E' glei- 



• Der Punkt D ist in der Figur, weil er mit dem Punkte ak 
identisch nachgewiesen wird, nicht bexeichnet; ebenso sind einige über- 
flüssige Linien weggelassen worden. 
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chen Abstandes zur Geraden M'N\ welche der Geradeu BD 
im Punkte E' begegnet, so ist 

AABD < AABE' 
AABCr < AABC, 

also auch 

• AABD < AABC, 

was gegen die Vonussetiung ist Der Punkt D der Geraden 
BD mu68 dalier in die Linie PQ, etwa nach E, follen. 

Zusatz. Nicht congruente Dreiecke von gleicher Grund- 
linie AB und gleicher Höhe sind nicht flächengleich. Die 
Linien gleichen Abstandes durch den Punkt C zu den Ge- 
raden A B und Jlf ^ eind yerschieden* 

37. 

1) Zwei flächengleiche Dreiecke ABC und ÄB'C haben 
gleiche Winkelsumme. 

Man kann die Voraussetzung machen, dass 
in beiden Dreiecken die Geraden durch die 
Mitten M und .Y; M' und IT der Seiten AC 
und BC, A'C und BV auf den Seiten AC 
und A*C senkrecht stehen. 

Ist ^ C < A'Ct so bestimme man in der 
^ Linie CD gleichen Abstandes zur Geraden Jf JV 
den Puukt D derart, dass AD = ^iC' wird. 
Aus der Gleichheit der Flächen der Dreiecke A IW und Ä'U'C', 
A liC und ÄBD, also auch der der Dreiecke ÄB'C und 
AliD, folgt nach dem vorigen Artikel die Gleichheit der 
Winkelsunmien der Dreiecke ABC, ABB, ÄB'C. 

2) Zwei Dreiecke .1 J)C und A'B'C , welche gleiche Win- 
kelsumme haben, sind Hiicheugleich. 

Wäre AAB('> A'B'C, so sei'^A ABB = A A'B'C 
wo der Punkt B in der Seite BC vorausgesetzt wird. 

Nach 1) haben die Dreiecke ABC und ABE gleiche 
Winkelsumme, was nach Art. 22, 1) nur möglich ist, wenn 
die Winkelsumme des Dreiecks ACE zwei Bechte beträgt. 

as. 

Die Flächen zweier Dreiecke verhalten sich wie die Unter- 
schiede ihrer VVinkeisummen von zwei iiechtenj d. h. ist 
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so ist 

AÄBC: AA'B'C'=u:u. 
Ist das Verhältniss der Flächen der Dreiecke gleich dem 
Verhältnisse der Zahlen m und w', so theile man das Dreieck 
ABC durch Gerade von der Spitze C aus in ni gleiche Drei- 
ecke a und analog das Dreieck A'Ji'C durch Gerade von 
der iSpitze C aus in m gleiche Dreiecke a. Aus 

A-<l-ßC — m«, AA'B'C'^ma 

folgt die Gleichheit der Flächen und Winkelsummen der 
Dreiecke a und o'. Ist 2^ — ^ die Winkelsumme eines 
dieser Dreiecke, so erhält man für die Winkelmimme des 
Dreiecks ABC den Werth 

m(2I{ — E)- {m —\)2H = 2B— mE 

und für die Winkelsumme des Dreiecks A'B'C deu Werth 
2B — i»'JSj es ist also 

u = mE, u «»= mE 

und 

n : u = m : m. 
Ist f die Fläche des Dreiecks, so ist daher 

wo k eiue Constante ist. 

39. 

Aus dem vorigen Art folgt, dass u = 0 wenn /" = 0 ist, 
und umgekehrt. Die Fläche eiues Dreiecks verscliwindet, wenn 
zwei Seiten endlich sind und die dritte verschwindet, oder 
wenn alle drei Seiten verschwinden (siehe Anhang, Art. 1). 

Dass der Grenzwerth der Winkelsumme eines Dreiecks, 
dessen Seiten sich dem Verschwinden nähern, zwei Bechte 
beträgt, kaon auch unmittelber ohne jede ^^^c^- 
Parallelen -Voraussetzung bewiesen wer- *'^\ c 

den.* Denn versehwinden die Seiten des JkOi 
Dreiecks ABC^ so reducirt sich dessen ^ ^ j l\ * 
Fläche «auf einen Punkt M und die ftich- 
tungen der Seiten auf drei durch diesen / \ 
Punkt 1£ gehende Gerade c Sind m 

* Flye, Ktudes analjrtiques bot la th^orie des paralleles. Paris, 1871. 
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tt, ß, Y die Grensweribe des Winkel des Dreiecks, so folgt, 
wegen 

da / der za 9* zugehörige Sckeitelwinkel iet^ 

Für A^B^C^O, wird die 
B FISche des Dreiecks ein Maximum. 



^ ^ Um dieses Drmeck zu eonstmiren, ziehe 

\jp man in einem Punkte A einer Geraden 

^" 1 A'Ä' die Gerade A 11 ±_ A' A" und die 

^ Geraden CB und KF derart, dass 

rig.«9. CjDIÄA", BC\\AB 

1^ ef\ aa', fe\\ ab 

' \ ist. Durch krumme Linien wird ein solches 

Dreieck durch die beistehende Jb'igur ver- 
- sinulicht. 

Anmerkung. Die wirkliche Ausführung der eben erwtUinten 
ConsirucUou der Paralleien CD und EF wird im Art. 68 gelehrt 



/ 



Unendlioli ferne Punkte. 
40. 

Die Voraussetzungen, dass in der euclidischen Geometrie 
durch jeden Punkt ausserhalb einer Geraden eine und in der 
nichtendidischen Geometrie zwei Parallele mdglicfa sind, sind 

mit den YoranssetzuDgen, dass .jede Gerade 
einen resp. zwei unendlich ferne Punkte 
besitzt, identisch. Denn zieht man in der 
nichteudidischen Geometrie durch den Punkt 
A ausserhalb der Geraden B'B" die beiden 
Parallelen AB | BB\ AE | BB", so i^em 
sich die Punkte der Geraden AD immer mehr 
denen der Geraden BB* und ebenso die der 
Geraden AE denen der Geraden BB"\ man 
kann daher jede der Geraden AD und AE 
als eine die Gerade B'B" in unendlich fernen 
Tunkten bcliueideude Gerade betrachten. Diese beiden uut 
endlich fernen Punkte müssen als verschiedene betrachtet 
werden, weil die beiden Geraden nml A E in der nicht- 
eudidischen Geometrie als zwei verschiedene vorausgesetzt 
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werden. In der eueUdischen Geometrie bilden die Geraden 
ADxmdAE eine einzige Gerade; lässt man nun das rrincip 
der Geraden „dass sie durch zwei Punkte bestimmt ist'' all- 
gemein gelten, so erfordert die Erhaltung dieses Principes 
die Voraussetzung, dass die beiden uuendhch fernen Punkte 
der Geraden B'Ji" einen einzigen Punkt bilden, etwa als die 
beiden entgegengesetzten Seiten eines Punktes betrachtet 
werden. Zählt man die Strecken aut einer Geraden 1> B" 
von einem Punkte /> als Anfang positiv auf der einen, ne- 
gativ auf der entgegengesetzten Seite, so kann man in der 
euclidischen Geometrie sowohl beim Durchgang durch den 
Punkt Null als auch beim Durchgang durch den Punkt Un- 
endlich vom Positiven ins Negative gelangen, während in 
der nichteuclidischen Geometrie dieser Uebergaug nur durch 
den Punkt Null möglich ist, da die beiden unendlich ent- 
fernten Punkte zwei getrennte Punkte sind. Nichts hindert 
jedoch diese Punkte durch ein ideales Stück einer Linie zu 
verbinden , deren Punkte vom Anfang der Zählung durch 
imaginäre Werthe beisttimmt sind.* 

Dreht man die eben erhaltene Figur um die Gerade AB 
als Axe, so beschreibt die Gerade B*B" eine Ebene und jeder 
endlich liegende Punkt einen Kreis. In der euclidischen Geo- 
metrie fallen die unendlich fernen Punkte einer jeden Lage 
der Geraden B*B*' zusammen, ihr Inbegriff bildet daher eine 
Linie, die von jeder Geraden in einem einzigen Punkte gc- 
schnitten wird, d. i. eine Gerade. In der niehteuclidisehen 
G^metrie sind die beiden unendlichen Punkte einer jeden 
Lage der Geraden B'B" getrennt und einander gegenüber- 
liegend, ihr Inbegriff bildet einen Kreis, dessen Mittelpunkt 
ein beliebiger Punkt B der Ebene ist und dessen iiadius un- 
endlich ist. 

Denkt m;iu sich durch den Punkt /> Siimmtliche Ebenen 
gelegt und lür jede die unendlichen Punkte bestimmt, so bil- 
den in der eucliilischen Geometrie die unendlich lernen Punkte 
eine Fläche, die von jeder Geraden in einem fuuendlich fernen) 
Punkte und von jeder Ebene in einer (imendlich fernen) 
Geraden geschnitten wird, d. i. eine Ebene; während sie in 

* Itattaglini, Giorualc di Maiematiche, t. V, p. 22. 
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der niehteacUdmehen Geometrie eine Kugelfläche bildeU; dereu 
Mittelpunkt ein beliebiger Punkt B des Raumes und deren 
Radius unendlich ist. 

Anmerkniig 1. Der Nutsen, den die nnendlidi fernen Punkte 
in der eaclidiechen^ Geometrie gewähren, ist hinreichend bekannt. 
Dieselben gestatten hauptsächlich die Zusammenfassung von Sätzen 
über !?ich schneideTidc und parallele Gebilde, die sonst getrennt be- 
handelt werden nuissten. 

Da der unendlich ferne Punkt kein auf der Geraden encicliharcr 
Punkt ist, so kann man denselben in der euclidischeu Geometrie als 
hibegxifF aller auf der Geraden nicht eirdchbaren Punkte erklären. 
Sind daher B zwei beliebige gegebene Punkte einer Geraden, Jlf ihr 
unendlich entfernter Punkt, so bedeutet das Verhältniss AMtSM 
die positive Einheit. lu der nichteuclidischen Geometrie kann man 
die beiden unendlich entfoniten Punkte einer Geraden in «bleicher 
(aber entgegengesetzter) Entfernung von jedem endlichen Punkte der- 
selben Geraden voraussetzen. 

Anmerkung 2. In den Beweisen der Sätze der Artikel 20, 21 
n. s. w, ist die stOlachweigende VoxausBetrang der Unendlichkeit des 
Baumes gemachi Unt^ dieser YoranssetKung und der eben gemachten 
für die unendlich fernen Funkte konnte auch das Pruunp der Geraden 
erhalten werden. Wird der Raum als unbegrenzt aber endlich voraus- 
gesetzt, so kann dieses Princip für jede beliebif^c Lage zweier Punkte 
nicht mehr erhalten werden, wie dies in der Folge bewiesen wird. 

Sätzo aus der Stereometrie. 
41. 

* Fig. M. Gerade MA senkrecht auf 

einer Ebene und BC eine beliebige Ge- 
rade dieser Ebene, so ist, wenn 

a) AD X BC ist, auch MD JL BC, 

b) MD ± BC ist, auch AD ± BC, 

Beweis: Macht mau DB DC, so 
erhält man 

AADB-^AADC 
AMABc^AMAC. 

AMDB^AMDC 
AMAB&AMAC. 
Folgerungen: 

1) Von einem Ptnkte M anf eine Sbene H eine Senk» 
rechte za ziehen. Man ziehe in der Ebene % eine beliebige 
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Gerade BC auf diese die Geraden MD und (in der Ebene 
DA senkrecht. Die Gerade MÄ _L DA ist die gesachte 
Senkrechte. Denn die Gerade BC, also auch die Ebene % 
ist senkrecht auf der Ebene ADM, 

2) In einem Punkte A einer Ebelie % eine Senkrechte 
zu errichten. Man ziehe von einem beliebigen Punkt M 
ausserhalb der Ebene % mme Senkrechte MN auf die Ebene 
^. In der Ebene MNA ziehe man AB X NA^ so ist nach 
Art. 19, A) AB die gesuchte Senkrechte. 

42. 

Die Durchschnittslinie o zweier gegebenen Ebenen K 
und %' kann auf die folgende Art bestimmt werden: Die 
Senkrechten MA und MA' von einem beliebigen Puukt M 
auf die Ebenen IH und iH' liegen in einer auf der Duicli- 

scliiiittsliiiie a dieser Ebenen seiikrecliteu 
Ebene iö. Eirichtet man auf diu (Geraden 
MA und MÄ Senkrechte in der Ebene 
in den Punkten A und yl', so schneiden 
sich diese in einem Punkte X der Durcli- 
sciinittslinie a. Eine Senkrechte im Punkte 
X auf die Ebene ii5 ist die Durchschnitts- 
linie a der Ebenen % und 

Zusatz. Schneiden sich diese Senkrechten in den Punk- 
ten A und A nichty so schneiden sich auch nicht die Ebenen 
% und % \ 

43. 

Der Durchschnitt einer Kugel mit einer Ebene ist ein 
Kreis. Drei grösste Kreise bilden auf der Kugelfl&che acht 
sphärische Dreiecke , von denen immer je 
zwei gegenüberliegende, deren Spitzen also 
die Endpunkte dreier Durchmesser bilden, 
flachen gleich sind. 

In zwei Gegendreiecken ABC und 
A'B'C sind nämlich die Seiten und Winkel 
in derselben Ordnung aber im entgegen- 
gesetzten Drehungssinne einander gleich. Eine Senkrechte 
vom Mittelpunkte der Kugel auf die Ebene der drei Spitzen 
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A, Bf C des einen Dreiecks trifft die KugelHäcbe in den 
Punkten D und D' derart, dass 

DA = Uß ^U(' = D'Ä D B' D'C 
ist. Die Dreiecke DAB, ])H(\ DCA sind mit den Drei- 
ecken D'A'B'f D'B'C'j D'C'A' congnient, woraus die Gleich- 
heit der FlSeben der Dreiecke ABC und A'BC folgt 

44. 

Die Summe der drei durch die Winkel des sphärischen 
Dreiecks bestimmten Zweiecke gibt die halbe Kugelfläche 
vermehrt am die doppelte Dreiecksflache. 

Theilt man die ganze Engelflache in 360 gleiche Zwei- 
ecke (deren Winkel also je 1^ betragt), so erhält man f&r 
die Fläche des Dreiecks ABC 

f^^{Ä-^B-}.c-m% 

wo Aj Bj C die in Graden ausgedrückten Winkel des Drei- 
ecks sind. 

Ebenen diiroh parallele Gerade. 
45. 

Aus dem Satze des Art. 25, 3) folgt die Existenz des 
räumlichen Gebildes, erzeugt durch drei Ebenen, die sich in 
drei nach derselben Richtung parallelen Geraden schneiden, 
d. i. eines Gebildes begrenzt von drei Streifen. Solche Ge- 
bilde bieten eine Reihe von Analogien mit dem ebenen Drei- 
ecke der euclidischen Geometrie dar, wenn man die Seiten 
und Winkel des letzteren mit Streifen und Keilen des ersten 
vertauscht, wobei jedoch auf die Modificationen vermöge der 
Gleichheit aller unbegrenzten Streifen (Art. 32, 2) zu achten ist. 

Den beiden ersten Gongruenzsätzen des Dreiecks kdnnen 
folgende Satze gegenflbergestellt werden: Zwei Streifen- 
Gebilde sind eongrnent, wenn sie 

a) den zwischen zwei gleiciiliegenden Streifen eingeschlos- 
senen Keil, 

b) zwei einem Streifen anliegende Keile 
wechselweise in derselben Ordnung und demselben Drehnngs- 
sinne gleich haben. Für die Gleichheit der Iiage der Streiten 
ist erforderlich, dass mit der Deckung des einen Paares zu- 
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gleich die Deckung des zweiten Paares durch Drehung um 
die gemeinsame Kante (ohne Yerschiebnng) erfolgt. 

46. 

Schneiden sich drei Ebenen in parallelen Geraden, so 
ist die Summe der drei (Innern) Keile nicht grösser als zwei 
Rechte. 

Sind A^y BB\ VC parallele Gerade und A, B, C die 
anliegenden Keile, so kann man in der durch die Gerade 
AA' nnd die Mittellinie DD' des Stoeifens SB' und CC 
bestimmten Ebene eine Gerade EE' IAA' derart ziehen, dass 
die Gerade DD' die Mittellinie der Geraden AA' und E£' 
ist. Der Durchschnitt des durch die Geraden AA', . . EE' 
bestimmten Gebildes mit einer (durch einen beliebigen 
Punkt) auf der Geraden DD' senfarechten Ebene gibt eine 
Figur wie in Art. 20. Alle Schlfisse dieses Artikels lassen 
sich auf das vorliegende Gebilde anwenden, indem man Win- 
kel, Seite, . . Dreieck, . . mit Keil, Streifen, . . von drei Strei- 
fen bestimmtes Gebilde, . . vertuuscht. 

47. 

1) Zwei Ebenen a iiud welche von einer dritten Ebene 
in zwei parallelen Geraden AA' || i) /i' derart geschnitten 
werden, dass die Summe der beiden auf derselben Seite der 
schneidenden Ebene AA'BB' liegenden Keile zwei Rechte 
beträgt, können sich nicht schneiden. 

2) Ist er die Mittellinie des Streifens ^-4'-ß^', so be- 
trägt für jede durch CC gelegte Ebene, welche die Ebene 
cc also auch die Ebene ß schneidet, die Summe der beiden 
auf derselben Seite liegenden Keile zwei Rechte. 

Beweis Ton 1) ganz analog wie in Art. 23; 1). Für den 
Beweis Ton 2) kann man das eine der beiden erhaltenen 
Streifengebilde um die gemeinsame Kante €C' derart drehen, 
dass es mit dem anderen zusammenfallt, worauf dann unmit- 
telbar die Schlüsse des Art. 23, 2) angewendet werden k5nnen. 

Anmerkung. Süitt CC kann mau jede zwischen AÄ \xu^ BB' 
liegende parallele Gerade C^C^ nehmen. Nur muss man dann das 
eine Gebilde in der Geraden C|6V so. lauge verachieben, bis 6\C/dio 
Mittellinie von AA* und BB' wkd. 
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48. 

Ist die Summe der innern Keile, welche zwei beliebige 
durch zwei parallele Gerailc .1.1' und Ji !>' gelegte Ebenen 
a und ß mit der £bene AA'Bh' der beiden Parallelen bil- 
den, kleiner als zwei Rechte, ao sehneiden sich die beiden 
Ebenen a und ß, 

1) Es sei einer der beiden Keile, etwa der an der Ebene 
or dn Rechter, also der an der Ebene ß spiti. 

Zieht man ACJ.BB', nnd m der 
Ebene ß CD ± BB\ so ist der Winkel 
ACD der Keil der Ebene ß mit der Ebene 
der Parallelen AA und BB% also ein 
spitzer Winkel. Zieht man AD Jl CD, 
so ist daher die Strecke AD < AC also 
auch < AB, wenn BA J_ AA* Toraus- 
gesetst wird. Eine Ebene y durch die 
Punkte A, B, D schneidet die Ebene a in einer Geraden, 
etwa AÄ', (wobei BAXAA** ist) und die Ebene ß in 
der Geraden BD. Dreht man die Ebene y um die Gerade 
Ali, so beschreibt die Gerade A A" die Ebene a und, 
weiuj diese Gerade mit der Geraden AA' zusammenfällt, so 
füllt die Gerade BD in die Ebene der Parallelen .1^1' und 
HB', wobei der Funkt 1) zwischen AÄ und JiB' liegt. 
Die Gerade BD schneidet in dieser neuen Lage die Gerade 
AA\ also schneidet auch die Gerade i^y> in ihrer ursprüng- 
lichen Lage die Gerade AA". Der Durchschnittspunkt liegt 
in den Ebenen « und ß, letztere schneiden sich daher in 
einer Geraden. 

2) Sind beide Keile der Ebenen a und ß spitz, so lege 
mau durch die Mittellinie CC eine Ebene senkrecht auf die 

Ebene AA'BB', welche also jede der 
Ebenen a und ß, etwa a in der Geraden 
J J' und ß in der Geraden KK\ schnei- 
det, wobei etwa KK' näher der Ge- 
raden CC liegt. Die unbegrenzte Ebene 
ß geht (in der Geraden KK') in das 
Innere des Streifengebildes der Paral- 
lelen AAy CC\ JJ'j muss also die Ebene a beim Austritt 
in einer Geraden LL' schneiden. Versinulicht ist in der 
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beistehenden Figur die Lage der Linien durck einen auf der 
Geraden CC senkreehten Schnitt. 

3) Ist einer der Keile, etwa der an a stuuipf, so lege 
man durch die Mittellinie CC die Bbene 9^ -L welche die 
Ebene a in der Geraden A^A^ schneidet. 
Der Keil an CC des Streifengebüdes AA, 

CCf A^A^' ist spitz, also auch sein Scheitel- 
keil. Die Ebene y schneidet daher die 
Ebene ß nach 2) in einer GeradL'n 7j>, U^'. 
Nach dem vorigen Artikel kann auf die 
Ebenen cc^ ß, y der Satz 1) angewendet 
werden. Ver.siijnliclumg analog wie in 2). 

Zusatz. Andere Beweise von 2) und 3): Sind a) die 
Keile der £benen a und spitz, oder ist b) ein Keil, etwa 
der an stumpf, so lege man durch die Gerade BIV eine 
Ebene y J_ «, welche derselben in den Geraden A^A^' 
AÄ \ Uli' begegnet. Für den Fall a) erhält man «imiittel- 
bar, dass der Keil der Ebenen ß und ^ spitz ist. Für den 
Fall b) wird dies mit Zuaiehung der Torigen Artikel nach- 
gewiesen. 

Sind nämlich a ond ^ die Keile der Ebenen a und /I 
mit der Ebene AA'BB', a und die ihnen anliegenden 
Keile des Streifengebildes AA\ BB\ A^A^^ so ist 

a -f /i < 2 72 
• « + ^' < Ii, 

woraus durch Addition /3 -f- ^ < folgt. Es schneiden sich 
daher die Ebenen a und ß. 

Aas dem Vorhergehenden erhellet die Analogie der Ge- 
bilde erzeugt durch Ebenen, die sich in parallelen Geraden 
schneiden, mit den geradlinigen Figuren der enclidischen Pla- 
nimetrie. Speciell erhält man: Die Summe der drei Keile 
Ton drei Ebenen, welche sich in parallelen Geraden schnei- 
den, beträgt zwei Rechte. 

49. 

Bestimmt man auf den Geraden AÄ | BB' | CC für 
einen gegebenen Punkt A der Geraden AÄ die Punkte B 
und C auf den Geraden BB' und CC derart, dass 

Ptitehanf, SlMMnte d«r a1ifl«ltti«ii Q«om«trl«. 4 
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A'AB — B'BÄ, A'ÄC '^ C CA 



ist, so iBt auch 



»ff. IT. 



BBC^C'CB. 

1) Die Geraden AÄ, BBT, 



CC seien nicht in einer Ebene. 




Die Ebenen senkrecht durch 
die MitteUinien DD' und EK 
der Streifen AA'BRxmdAA'CCr 
schneiden sich in einer auf der 



4 



'C Ebene ABC senkrechten Ge- 
raden FF II DD' Ii EF\ Ist F 

der Durchschiiittäpuiikt dieser 
Geraden mit der Ebene ABC, 



80 ist BF=AF=^ CF/^ 



Zieht man FG ± BC, so ist BG «= GC und die Gerade 
B C senkrecht auf der Ebene F'FG also auch senkrecht auf 
der Geraden GG' \\ FF\ Die Geraden BB' und CC sind 
parallel zur Geraden G G' und dabei ist GG senkrecht in 
der Mittel der Strecke i^C; es ist daher auch B' HC ^G'C B. 

Zusatz. Der Punkt F ist der Mittelpunkt des durch 
die drei Punkte A, B, C gehenden Kreises. Von diesen drei 
Punkten kann der eine, etwa A, auf der Geraden AÄ will- 
kürlich genommen werden, die beiden andern, B und sind 
dann auf den Geraden BB' und CG' eindeutig bestimmt. 

2) Sind die Geraden AÄ, BB', GC in derselben Ebene, 

so ziehe man die Gerade DD' \ AA' ausserhalb dieser Ebene 

und bestimme in dieser Geraden den Punkt I) derart, dass 

D'DA = ÄAD ist. Dann folgt aus D'DB = B'BD und 

D'DC — CCD die Gleichheit von B'BC und CCB. 

Anmerkung. Die in den Artikeln 46—49 enühaHenen Sätze sind 
im absoluten Sinne xichtig, d. h. ohne BAcknciit auf das Parallelen- 
Aziom. 



Ist AÄ eine beliebige Gerade und bestimmt man auf 
jeder Geraden MM' ^AA zu einem gegebenen Punkt A der 

♦ Die drei Linien AFy BFy CF sind der Deutlichkeit halber in 
der Figur weggelassen worden. ^ 



GrenBfläohe, GrenzUuio. 
50. 
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ersten Geraden einen Punkt M auf der Geraden MM' derart» 
das8 Winkel 

M'MA^A'ÄM 
ist, . 80 erhält man als den Ort der Punkte Jf eine Flache, 
welche die Grenzfläche heisst.* Die Gerade AA* heisst 
die Axe der Grenzflaehe, und umgekehrt: die eben erhaltene 
Grenzflaehe heisst ,,Grenzfl&ohe fOr die Aze AA"". Sind S 
und C zwei beliebige Punkte der Grenzfliehe BB' | CC 
nach der Bichtuug der Axe, so ist nach Art. 49 auch Winkel 
B'BC = CCB^ d. h. man kann jede der parallelen Geraden 
AA', BB\ CC'f . . als Axe der Grenzfläche betrachten. 

61. 

Der Schnitt der Grenzfläche mit einer durch eine Axe 
gelegten Ebene ist eine Linie, welche Grenzlinie genannt 
wird**; jede Grenzlinie hat die Eigenschaft, dass die Senk- 
rechten in den Mitten der Sehnen par- 
allel den Axen sind. Um daher eine 
Grenzlinie zu erhalten zieht inan zu einer 
gegebenen Geraden AÄ' als Axe die Ge- 
rade A li unter einem beliebigen Winkel 
A'AB und wählt die Strecke yl C derart, 
dass die Gerade CCy .1 AH\\AA' ist; 
macht man auf der Geraden A B die 
Strecke BC= A'C, so ist der Punkt B 
ein Punkt der Grenzlinie. 

1) Ist A'AB = ü, so ist AC also auch AB = 0, d. i. 
die Tangente eines Punktes A der Grenzlinie steht senkrecht 
auf der Axe; jede auf der Axe in A nicht senkrechte Ge- 
rade, wie AB, schneidet die Grenzlinie in zwei Punkten 
(A und B). 

2) Die Grenzlinie ist aus oongmenten Stficken zusammen- 
gesetzt; zieht man nämlich die Gerade BD derart, dass 
DBB' — BAA' ist und macht die Strecke BD «= AB, so 
ist der Punkt D ebenfalls ein Punkt der Grenzlinie. 

Die Grenzlinie ist zu beiden Seiten einer jeden Axe sym- 




* Naeh Lobatschewsky, J. Bolyai nennt sie die Fl&che F, 
** 3. Bolyai nennt rie eine Linie L anf der FISche F. 

4» 
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metrisch. Alle ürenzlinieu sind congruent. Zwei Greiiz- 
linien decken sich, weiiu eiu l'uiikt und dessen Axe der einen 
mit eii4oni Punkte und dessen Axe der andern zusammeutällt." 

3) Schneidet man auf den Axen AA\ B B\ . . gleiche 
Stücke AA^^ BB^ » . . ab, so liegen die Punkte^,, B^, 
in einer Grenzlinie. Denn man kann die Figur AABB' 
mit der Figur B'BAA* zur Deckung bringen, dabei fallt 
die Strecke A^B^ mit der Strecke B^A^ zusammen. Der 
Punkt B^ ist daher ein Punkt der Grenzlinie für die Axe A^A!. 

4) Eiu Kreis, dessen Halbmesser ins Unbegrenzte wichst, 
geht in die Grenzlinie über. (Der Beweis folgt unmittelbar 
aus Art. 32, 2.) 



Der Schnitt der Grenzfläche mit einer nicht durch eine 

Axe gelegten Kbene ist ein Kreis. 

Sind nUinlicli J, 7V, C drei beliel)igo l*unkte der Schnitt- 
linie, so erhält man (nach Art. 49) iji der Kbene ABC einen 
Punkt F derart, dass FA = FJl = FC und die Senkrechte 
FF im Punkte F der Ebene ABC^AÄ, BB\ CC ist; 
der Punkt F ist daher der Mittelpunkt des durch die l^uukte 
A, B, C gelegten Kreises. Dreht man die Ebene F'FA um 
die Gerade FF', so beschreibt die ^Gerade FA die Ebene 
ABC und der Punkt A die durch die Punkte A, B, C ge- 
legte Kreislinie, deren Punkte sämmtlich auf der Grenzfläche 
liegen, da die Gerade AA' immer parallel zur Geraden FF' 
bleibt; ausser diesen Punkten liegt (nach Art. 32, 1)) kein 
Punkt der Ebene ABC auf der GrenzÜäcbe. 

Die Grenzfläche wird daher auch erhalten, indem man 
eine Grenzlinie um eine ihrer Axen dreht. 

Eine Kugel, deren Halbmesser ins Unb^prenzte wächst, 
geht in die Grenzflttche über. 

Anmerkung 1. Unter Yonuisaetning des dften eudlidiaoheii 

Axioms sind die Grenzlinie and Grenzfläche resp. mit der Geraden 
und Ebene, welche auf den Axen senkrecht stehen, identisch; in der 
nichteuclidiöchen Geometrie gehören sie zu den krummen Gebilden. 
Z. B. Die drei Punkte A, B, D der Grenzlinie des Art. 51 hegen 
nicht in einer Geraden. Durch zwei Punkte A und B einer Ebene 
sind in dieser B?rei GrensHnien mOgliob — enttpredieiid den beiden 
entg^eageseizten Biehtungen der Senkrechten in der Mitte der durch 



52. 
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«Ue beiden Pnnkte A und B bestimmten Strecke — ; durch drei Punkte, 
welche in dem Umfang eines Kreises liegen, sind swei OrensflSchen 
bestimmt. Alle Pnnkte der Ebene, welche zuf^leich innerhalb der bei- 
den Grenzlinien oder zugleich ausserhalb dcrijelben liegen, können 
mit den beiden Punkten A und B nicht im Umfan«» eines Kreises 
liegen. Analog orliält luau diejenigen Punkte des Kaumen, welche 
mit zwei gegebeiu n l'unkten nicht auf einer Kugelflüche liegen. 

Aumerkuug 2. Die wirkliche Ausführung der in diesen Artikeln 
Torkommenden Constructionen — deren Möglichkeit aus dem yorhe^• 
gehend«! klar ist — wird sp&ter (in den Art. 67—69) gegeben werdoi. 




f igureu auf der Grenzfläche. 

.53. 

1) Auf der Grenzfläche ist durch zwei Punkte eine 
Grenzlinie bestimmt. 

2) Zwei Grenzlinien A^l und I^iV, deren Summe der 
innem Winkel, welche sie mit einer dritten sie schneidenden 
Grenzlinie A3 (auf derselben Seite der schnei- 
dendeii) bilden, Meiner als swei Rechte ist, 
schneiden sich. 

Denn die Ebenen der Grenzlinien ^JKf und 
'B'N bilden mit der Ebene der Grenzlinie A3 
innere Winkel, deren Summe kleiner als 2JB 
ist, die beiden Ebenen schneiden sich nach 
Art 48 in einer Geraden, also die Grenzlinien AM^\B'N 
in einem Punkte. 

.3) Aus 1) und 2) folgt: Auf der GreiizHäebe ^^elten die 
Sätze der euclidischen Planimetrie, wenn mau die Gerade 
durch die Grenzlinie und die Strecke durch das zwischen zwei 
Punkten enthaltene Stück der Grenzlinie ersetzt. Z. B. 

a) Die Summe der drei Winkel eines (yon drei Grenz- 
bogen gebildeten) Dreiecks ist gleich 23, 

b) Der Umfang eines Kreises, dessen Radius das Stück r 
eines Grenzbogens ist, betragt 2 ä r, wo « =«= 3, 14 1 59 . . ist. 

Ist 0 der Mittelpunkt des Kreises auf der Grenzfläche 
M ein beliebiger Punkt des ümfanges, sind MM' || 00' die 
Azen der Punkte M und 0, so erhält man den Kreis durch 
Umdrehung des Grenzbogens MQ^r vm 00' als.Axe, 
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iBt MFA.00\ 80 beschreibt bei dieser Umdrebung die 
^ ^ Gerade MP «-= y einen Kreis von gleichem üm- 
Qi fange. Bezeichnet man den Um&ng dieses Krei- 
ses mit Oy, so ist also 

Oy = 2nr. 

p Anmerkung. Die goniometrischen Funttiouen und 
_ ihre Eigenschaften bind von jeder geometrischen ße- 
9 tradhtung unabhängig. £b bedeaten nämlich s. B. ain x, 
cos a>, . . die Reihen 




J.3 <p6 



am X 



welche sich auch in der Form geben laaten: 



COfl 



X «■ ' — 

2 



Diese Reihen sind für jeden beliebigen Werth von x convergent, 
besitzen alle Eigenüchafteu der in der euclidischen Geometrie ein- 
geftthrten goniometriachen Fanelionen, also aiudi eine gemeinsame 
reelle Periode — 2«, wo « » 8,14169 . . die bekannte Lndolftohe Zahl 
bedeutet Die Zahl x heiaat Argument nnd entapricht dem Winkel 
zweier Geraden in der euclidischen Geometrie. Die Einheit von X itt 
dadurch bestimmt, dass dem vollen Winkel = 360" die Zahl In ent- 
Bpricht. Ibt daher x" der dem Argumente X entsprechende Winkel 
(in Graden ausgedrückt), so ist 

Gleiche» gilt auch von den sogenannten hyperbolischen Functionen 



2 



(09 X = 



— X 



d. i. von den Reihen 



X' 



U. 8. W. 



X- 



X' 



welche die Periode 2ni haben, und in der absoluten Geometrie die 
gleiche Verwendung üuden wie die Kreisfiinctionen in der gewdhn-' 
liehen Geometrie. (Siehe Anhang Art 2.) 
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Auf der GrensflSehe l&sat sich daher die gewöhnliche ebene Tri- 
gonometrie und analytiacbe Oeomefade anf Oetrilde, in welchen die 
Geraden (der gewöhnlichen Geometrie) durch Grenslinien nnd die 
Streeken dorch>GrensbOgen ersetst «nd, unmittelbar anwenden. 

Anwendung auf das geradlinige und aphärisöhe Dreieck. 

54. 

In jedem Dreiecke verhalten sich die Umränge der Kreise, 
welche die Seiten zu Radien habe% wie die Sinuse der gegen« 
überliegenden Winkel. 

1) Ist das Dreieck ABC bei C rechtwinklig, so ziehe 
man in einem der Punkte Ä oder Bj etwa laA, die Gerade 
AA' J_ auf die Ebene ABC und ziehe Fla 4i 
jBB\ CC'\\AA'. Durch den Punkt jB 
lege man für BB' als Axe eine Grenz- 
flftche, welche den Geraden AÄ' und CC 
in den Punkten und (7, begegnet« 
Dadurch erhalt man auf der Grenzflftche 
ein Dreieck AfBCi, in welchem der Win- 
kel Ai gleich ist dem Winkel A des ge- 
radlinigen Dreiecks ABC. Es ist daher 

BCt — BAi sin A, 

also auch 

2itBC, ^2ieBA, sin A. 

Die Umfange 27tBC^ und 2TtBA^ der Kreise auf der 
Grenzfläche sind resp. gleich den Umfangen OBC^ OAB 
der ebenen Kreise mit den Radien BC und AB, £& ist 
daher 

OBC^OAB^m A. 

2) Zerlegt man ein Dreieck dmrch die Höhen in recht- 
winklige, so erhält man, wenn mit a, 6, c die Seiten und mit 
A, B, C die ihuen gegenüberliegenden Winkel bezeichnet 
werden^ 

OaiOb lOc^mnAi sinB : sin C 

55. 

Ist das sphärische Dreieck ABC bei C rechtwinklig, so 
ziehe man von einem der Punkte A oder B, etwa Ton S, 
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die Geradeii JSAi J_ OJ, BC^ .L und verbimle die Punkte 

y/, und C, , wodurch mau das bei Cj reclit- 
winklige Dreieck A^BC^ erhält, in wel- 
ch em Ä^ gleich dem Wiuke^ ^ ist« N&cli 
Art. 54 ist 

Oi^C, = O/M, sin J.. 
Aus den Dreiecken OBA^ and OBC^ 
folgt 

OJ9^,— OOfsinc^Oi^C,— OOJSsina; 

und damit dor^h Substitution in obige 
Gleichung 

sin a = sin c sin Ä. 

Aus dieser (ileichung folgt die ganze 8j)äri.sche Trigono- 
metrie, welche nlso vom Parallelen • Axiom unabhängig ist. 
(Siehe Anhang^ Art. 3.) 

Terhältaiss sweter Grenabögen* 

56. 

. Sind AM und AM' zwei Grenzbögen, welche zwischen 
denselben Axen AÄ und MM* liegen , so entsprechen nach 
Art. 51, 3) gleichen Sehnen AB und BC der ersten Grenz- 
linie gleiche Sehnen AB* und B'C der zweiten Grenzlinie, 
dabei ist 

AÄ = jur ^cc\ 

Theilt man den Grenzbögen A3I in mgleiche Theile, 
so wird durch die Axen der Theiliingspunkte der zugehörige 
Greuzbogen A'3I' ebenfalls in w gleiche Theile getheilt; das 
Verhältniss zweier zusammengehörigen Grenzbögen ist daher 
^ von der Grösse der Bögen unab- 

_ häügig — also nur abhängig von 

der Entfernung AA der beiden 
^ ^, Grenzlinien. 

Um dieses Verhältniss zu be- 
stimmeD, theile man die Entfer- 
nung AA ^x\a n gleiche Theile; 
es sei AAi AiA^^ , . A^^tA = a, ferner seien AB — 
AiBi mmSi, , . , AB' — • 8 die den Theilungspunkten sa- 
gdidrigen Gxenzb5gen. Dann ist 




Digitized by Google 



- 57 - 



t 



WO X das der Entfemnng a entsprechende Verhaltniss zweier 
Grenzbogen ist. Mnltiplieirt man diese n Gleichungen mit 
einander^ so folgt 

Ist k die Entfernung zweier Grenzbögeu, deren Verhült- 
niss gleich einer gegebenen Zahl e ist, so sei ma\ 
dann ist 



c == A'" und X = e 



m 



also 



Diese Entfernung A; kann derart gewählt werden , dass die 
Zahl e gleich der Basis des natürlichen Logarithmensystems 

«»2.718281828459.. 

wird. 

Zusatz. Setzt mau 
so sind wegen 

*+y »—9 

« ( 1} nnd I : ^ die den Entfernungen x + y und x — y ent- 
sprechenden Verhältnisse der Grenzbdgen. 

Anmerkung. DrOckt man x in Thailen von h aas, «o erhftlt 
man 



57. 

Sind AB und ^'JB' zwei Grenzbögen 
zwischen denselben Axen AA' und BB'9 
BO ist ihr Verhaltniss bestimmt durch 

AB : ^'JB' . du ^il'J9 : sin ABB', 

Zieht man nämlich die Geraden I 
BD ± Aä\ AE J_ BB', so ist A B 

OBJ) = O AB sin AA'B 
OA'E^^OÄB sin ABB, 

also 



ng. 44. 
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OBD : OA'E — am AÄB : mn A'BB\ 
BerflckBichtigfe man, dass 

0BD^2xABy OÄE^^^ÄB' 

ist, so erhält man unmittelbar den ausgesprocheuen Satz. 

Besiehung zwischen Distanz und Farallelwinkei. 

58. 

Ist p die Distanz eines Punktes von einer Geraden, 
H(p) der zogehorige Parallelwiukel, so ist 

i_ 

cot J77(p) = e*. 

Der Beweis beruht auf folgenden Gründen: 

1) Ist ein Punkt ausserhalb der 
Geraden B'B", dabei AB XB'B", 
AA'IBB% AÄ'IBB'', und sind 
AC, BDf CE die Grenzbogen flElr die 
Azen AA', BB\ CB% so ist 
AB^BE^BC. 
^ Denn zieht man den Grenzbogen 
AFmt die Axe AA**, so ist 

rB=BF, CB = E1), BF=DÄ. 

2) Es sei ÄA'WBB' und AÄB = B'BA, 




-1 L 

C M T 



Ist r die 

Mitte von AB^ so ist CO' X AB parallel zu AÄ und BB' . 

Ist BB" die Verlängerung 
von AB^ und BD die Hal- 
birungslinie des Winkels 
B'BB'\ so kann man die 
Distanz BD derart bestim- 
men, dass die Gerade D' D" 
X -B-D die Eigenschaft hat> 
dass 

PBB' I BB\ BB" I BB% 
also auch AB'' | BB " und 
(wegen AÄ | BB') AÄ | BB' ist Die Gerade AE J_ i>'i>" 
halbirt daher den Winkel ÄAB, 

3) Beschreibt man eine Grenzlinie für AÄ als Axe, so 
geht diese durch den Punkt B und schneidet die Gerade 
D'D'\ etwa in F. {Schneiden die Grenzlinien für die Axen 
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ED" und FD" die Gerade AB" in den Punkten G and H, 
so ist nach 1) 

ÄH=2AG = 2GH. 

Ist ausserdem K der Durchschnittspunkt der Geraden AB" 
init der Grenzlinie fOr die Aze DD", so ist auf gleiche Weise 

Daraus folgt 

ÄB^AH^BH^ 2(AG - BS). 

4) Setzt man AB = 2p, AG = x, BK^y, so ist 

p « « — y. 

Nach Ari 57 folgt fflr die den Distanzen AG und Bf 
entsprechenden VerhSltnisse der Grenzbögeu 
*. 

0* sin i2 : sin I i7(p) 1 : sin i7(jp) 

eJ^» sin ü : sin ^ Pi2 — 77(p)] » 1 : cos i i7(i>). 
Daraus erhält man nach Znsatz des Art. 56 

e*»cotii7(i»). 
Znsatz. Aas den Gleichangen 

8 cot Y cot ^ — 1 



gm a cos a 



cot 2 4- I COty +1 

folgt 

sin = 1^, cos i2 (jp) = tan 1" . 

Linien und Flächen gleichen Abstandes. 

59. 

Im Art. 33 ist bereits nachgewiesen worden, dass eine 
Linie BB\ deren Punkte von einer ge- 

gebeneu Geraden AA gleicl^en Abstand ...^ 

» h habeu, eine krumme Linie ist. ' 

Es sei der Pankt C die Mitte der Strecke ^ w " 

A A und E der zugehörige Pankt der Linie ^ 
gleichen Abstandes, dreht man diese Linie 
nm die Gerade CB als Axe^ so besefareibt 
sie eine FlSche, deren Punkte ?on der durch ^ 
die Gerade AQ erzengten Ebene gleichen u 
Abstend haben; diese Flache heisst daher eine Fläche 
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gleichen Abstau des •« /i. Jeder Puukt, z. B. B, der Linie 
BB' beschreibt dabei einen Kreis, dessen Punkte von dem 
durch den Punkt A erzengten Kreis gleichen Abstand haben. 

Das Verhaltniss eines ßtfickes der Lmie gleichen Abetandes 
zum zugehörigen StCIck der Geraden ist von der Gitoe die- 
ser Stücke unabhängig; man kann daher dalQr auch das Ver- 
haltniss der Umfönge dieser beiden Kreise setzen. 

Der erste Umfang ist =OBJ)f der zweite = O 
Nun ist 

OBD'=^OBCs\\xBCE, O^C -= Oi^C siu ABC, 
also das erwähnte Yerhältniss 

OBB'.O A C c= sin BCK : sin A BC. 

Ist der Puukt A fest und entfernt sich der Punkt C 
immer mehr vom Punkte Aj so wird der Winkel AGB immer 
kleiner, der Winkel BCE also immer grösser, und, wenn 
der Puukt C im Unendlichen liegt, so wird BCE^R und 
ABC '= Tli AB) — ll(h). Es ist daher das erwähnte unver- 
änderliche Yerhältniss der Linie gleichen Abstandes zur zu- 
gehörigen Strecke ihrer Geraden 

l:sini7(A)«i(6*-f e *) — f00A. 

Für h = 0 fällt die Linie BB' mit der Geraden AÄ 
zusammen. Lst B ü \\ EC, so liegt die Gerade B U näher 
zur Geraden EC als (die nicht schneidende Gerade) BA] 
die Grenzlinie durch die Punkte B und B' (deren Tangente 
im Punkte B auf der Geraden B U senkrecht steht) liegt 
ausserhalb der Linie gleichen Abstandes. Sind die Punkte 
B und B' fest und legt man durch dieselben fortgesetzt ffir 
alle Abstände h von h^O an bis A » oo die entsprechen- 
den Linien gleichen Abstandes, so werden diese immer starker 
gekrümmt (d. h. die von ihnen und der zugehörigen Strecke 
BB* bestimmten Flächenstdcke werden immer grösser) und 
fQr Ä oo geht die Linie gleichen Abstandes in die durch 
die Fünkte B, B' gelegte Grenzlinie Aber, deren Aze BüiBC 
ist; denn für A >«s oo ist das Yerhältniss » oo, also ÄÄ' » 0, 
d. h. die Geraden BÄ und B'A' schneiden eich im Un- 
endlichen. 
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Zusatz. Setzt mau BCE^B ACB, so folgt für 
das obige Verhältniss 

d. Ii. wird in dem bei Ä rechtwiokligen Dreieck die 
Seite AB^h als unveränderlich Toransgesetzt, so bleibt 

das Verhältniss cos C : sin ^ ebenfalls unveränderlich. 

Kreisumfang. 
60. 

Ist die Gerade AB J.AC, so ist für jeden beliebigen 
Punkt C, der Geraden AC zufolge des Zu- vig.*». 
saizes des vorigen Artikels 

cos ACB :mi ABC^ cos ACiB : sin ABCi, 
oder 

cos : coe ACxB » sin ABC: sin ABC^- 
Nun ist 

O.l C : OA B = sin ABC i^m ACB 
OAC^: OAB = sin ABC^^ : sin AC^B, 

also 

oder nach der obigen Gleichung 

OAC : OACi cot ACB : cot AC^B. 

Besehreibt man die Grenzbögen CD und C^D^ f&r die 
Geraden CC und Cfii | AB als Azen, so ist das VerliSlt- 
nisa dieser B5gen 

CD : C,i>, = O^C : OACi, 

also 

CD t CJ>^ — oot-4C7.B : ex^AC^B. 
Setzt man der Kürze halber 

ytC= y, AC^ =y, 

ACB^fp, -AC'jjB 

es ist also 

' O^i « r : r, = cot g? : cot g?, . 
Wird AB unendlich, so gehen die Winkel 9 und tp^ in 
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die den Abständeu y und t/, entsprechenden Parallel winkel 
ACC und ACß^ über; es ist daher 

r : cot n{y) = r, : cot n(y{) = C, 
wo C eine constante Zahl ist. Daraus folgt 

r — (7cotJ7(y) — C«inf , 

Um die ConBtante C zu bestunmeD, berflcknchtige man, 
dass das VerliältiiiBS 



y y 

für den Grenzweith y » 0 in die Einheit Übergeht. Es ist 
daher 



C^-^] fürj/^O. 
!Nun ist allgemein 



«»1 



daraus folgt C — X; und 

Oy = 2;rÄ $i« -|. 

Ebene Trigonometrie. 
61. 

Ffir das bei C rechtwinklige Dreiedc ABC erhilt man 
ans Art. 64> 1) 

Oa« Oc sin 

Setat man für Oa und Oc naeh Art. 60 ihre Wertbe, so ist 

1) $in I = i5UI y sin -4 , 
ebenso 

^lll y « 0tll -j- »in 5. 

Femer ist nach Art. 59, Zusatz 

2) cos A : sin ^ « m > 
ebenso 

cos : sin ^ * ' 
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Ans diesen Gleichungen folgt 



2') 



10 




welche Werthe in 



Bin + eo» ^ 1 



gesetot^ geben 



c* , a» . a* , h* 




1 + T ««« k • 



Addirt man zu beiden Seiten die Zahl 1, so erhält man mit 
Berttckaiohtigangy dass 

woraus, da (0$ x für jeden reellen Werth vou x positiv ist, 

3) 



Vermittelst der Gleichungeu 1) bis 5) können sämmt- 
liche auf das rechtwinklige Dreieck bezüglichen Aufgaben 
gelöst werden. 



Ein beliebiges Dreieck kann durch Zerlegung in zwei 
rechtwinklige aufgelöst werden, ebenso können aus den For- 
meln für das rechtwinklige Dreieck die für das beliebige 




oder 



4) Xm^^^Xxi \\MiA. 



Aus den Gleichungen 2 ) und 3) folgt 



5) titity — tnt-^cosB. 



62. 
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Dreieck geltenden hergeleitet werden. Diese Ableitung wird 
durch folgende Bemerkung* erleichtert: Die Formeln für das 
rechtwinklige geradlinige Dreieck gehen in die Formeln fQr 
das rechtwinklige sphärische Dreieck Aber, wenn man in den 

Verhältnissen der Seiten ^ , k * k Constaute k iu ki 

(wo i -m y — l iat) verwandelt und für h den Radius der 
Kugel setzt. Man kann daher bei der Ableitung der allge- 
meinen Gleichungen der ebenen Trigonometrie aus denen des 
rechtwinkligen Dreiecks nicht nur denselben Oang einschlagen, 
wie bei der Ableitung der allgemeinen Gleichungen für das 
sphärische Dreieck ans denen des rechtwinkligen, sondern 
sogar aus den allgemeinen Gleichungen fttr das sphärische 
Dreieck die fOr das ebene erhalten, indem man für den Ra- 
dius der Kugel die Constante Jet setzt, oder falls der Radius 

1 gesetzt ist, indem man -j^-, statt der Seiten 

a, h, e setzt. Die Kreisfunctionen der Seiten verwandeln sich 
in hjrperbolische Functionen, während die Functionen der 
Winkd ungeändert bleiben. 

Man eihält dadurch folgende Gleichungen der ebenen 
Trigonometrie 

»in ^ :ji\u -j- : sin 1^ — sin J. : sin £< sin C 

tttB j = ca$ ]j t0$ ^ — $iu ^ jöin ^ cos A 

$iu 2. cos H = rae Bin j — Bin ^ ros y cos A 

cos ^ cos -f~ ^ ^ ^ 

tan 4 1- tan 1 , am il 
. «» * « ' Ar 

tan — «— 



1 — um i tan ^ cos ^ 



tan ^« //taiiiy tillii ^ tani teiii 



WO a + h + C'^ 2s f * — (A^ B + (J)^u gesetzt wird. 
Die AuflSsung der Aufgaben geechieht auf ganz fthn- 



* Lobatschewüky, geometrische Uutersuchungeii) S. 60. 



Digitizetj Ly vÄ^ogl 



lichem Wege wie bei- den entsprechenden Aufgaben der splifi- 
liBchen Trigonomeixie. 

Zusatz. Die vorstehenden Gleichungen stimmen mit 
den von Lobatschewsky gegebenen fiberein , wenn man statt 



resp. 

cot n{x), 1 : sin n(x), cos JI(z) 

seist. Ans den Gleichungen 1) bis 3) erhält man ffir das 
rechtwinklige Dreieck 

cot II(a) t= cot n{c) sin A 

sin n(h) cos J? = sin -4 

sin n(c) = sin //(a) sin 77(6), 

und analog für das schiefwinklige Dreieck 
cot n(a) : cot « sin ^ : sin B 

A ri/7\ r,f\ , «in sin JT(c) , 
cos A cos U(h) cos 77 (c) H 5571 (^j-^ = 1 

cot sin sin 77 (c) + cos B 

COS ii cos B + cos C/ -^n/^^ • 

Unendlich, kleine Figuren, absolute Geometrie im Sinne 
Bolyai's und Lobataohewaky's. 

63. 

Setzt man in den vorhergehenden Formeln die VerhaA- 

uiäse ^1 y klein voraus, so erhilt mau die Glei- 
chongen 

« : & = sin -4 : sin B 

a««=:6* + — 2bcG08A 

c — acoB JB -^h cos A 

cos ^ cos f -f> cos C sin sin B. 

Die beiden letzteren lassen sich auf die Form bringen 

a sin (Ä -\- B) = € sin J. 
cos(-4 + JB) + cos6'«0. 

Daraus folgt 

asin(A + i^ + 6') = asin(^ + J^) cosC^- a cos(^-}-lfjsm6' 

= ^ sin ^ (cos C + cos (Ä + B)] = 0, 

Fxischaur, Kiemeute der absoluten Oeoiutitri«. 6 
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d. h. * ^ 

A-\- B-{- C=2It. 

Die Formeln der nichteuclidisclien Trigonometrie gehen 
also in die der eucliilischen Trigonometrie über, wenn man 
die Verhilltnisse der beiteu a, 6, c zur GrÖ£>se k als sehr klein 
voraussetzt. 

Dieselben ßesultate erhält man auch aus Art. 58, indem 
der Ausdruck 

l:8uiJZ(i>)-.l+-^ + .. 

für sehr kleine VVerthe des Verhältnisses in die Einheit 
übergeht, also 

n{p) = R 

wird. Ebenso geht das Yerhältniss der Linie gleichen Ab- 
standes zu ihrer Basis des Art 59 für sehr kleine Werthe 

von in die Einheit über , wodurch für das bei C recht- 
winklige Dreieck ABC folgt 

cos A ism B = \ d. )i. A B = R, 

Diese Kleinheit der Verhältnisse tritt ein, wenn entweder 
für ein endliches k die Seiten a, hy e sehr klein sind, oder 
für endliche Seiten a, h, e die Grösse k als sehr gross yor- 
ausgesetEt wird. 

Ans der ersten VoranssetKung folgt: Für unendlich kleine 
Figuren gilt die gewohnliche Geometrie unabhängig Tom 
Parallelen -Axiom. Die zweite Voraussetzung gestattet clie 
Auffassung der gewöhnlichen (euclidischen) Geometrie als 
speciellen Fall der nichteuelidischen Geomefarie, indem man 
nur die konstante h so gross voraussetzt, dass man für un- 
sere Messungen mit den obigen genäherten Formeln aas- 
reicht. Ans diesem Grunde kann die nichteuclidisehe Geo- 
metrie die absolute Geometrie genannt werden, indem sie 
vom Parallelen- Axiom, dessen Unbeweisbarkeit hier unmittel- 
bar klar ist, als unabhängig betrachtet werden kann. 

Anmerkung. Da das Nichtstattfinden der euclidischen Geometrie 
in der Wirklichkeit an groaeen Figuren sich zeigen müsste, so hat 
LobatsohewBky aus aatrononuBchen Beobachtoagen Dreiecke ge- 
bfldet, deten Uemste Selten ungefähr von der GiOaae der doppelten 
Entfernung der Erde TOn der Sonn« ^^ ^l on. Als Resultat dieser Un- 
tetBuohong hat sich ergeben, dais bei solchen Dreiecken die Winkel- 
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summe noch immer nicht von zwei Kochten um eine solche Grösse 
abweicht, welche die aus den Beobachtungsfehlern herriüirenden Gren- 
sea tlbexBteigt. (Siehe Anhang Art. 4.) Audi W. Bolyai bemerkt, 
daes rnsn doh wegen der üebereinsttmmnng der aaf das endidiMdie 
Axiom sich t^tützenden astronomisehen Rechnungen mit den Beobach- 
tungen in der Praxis mit um 80 grOsserer Sicherheit der gewöhnlichen 
Geometrie bedienen könne. 

64. 

Ans dem Vorstehenden ist unmittelbar klar, in welehen 
Theilen die eudidisehe und die nichteuclidiscbe Geometrie 
übereinstimmen. Dass dieses in allen auf Gongruenz allein 
sich stützenden Bezieh uogen der Fall ist; wurde bereits im 

Art. 31 erwähnt. In Beziehungen, die eine Parallelen-Voraus- 
setzung orfordern, kann eine Uebereinstimmung nur bei un- 
endlich kleinen Figuren oder bei solchen endlichen, welche 
durch unendlich kleine ersetzt werden können, eintreten. 
Beispiele hierzu "sind folgende Sätze: 

1) Zwei CJerade 7?7>' und CC', welciie mit einer ilritten 
AA' nach derselben Richtung parallel sind, sind mit einander 
parallel. (Vergl. Art. 2;"), ','>.) Man gehe in der Geraden AA' 
(in der Richtung des i'aralleiismusj bis zu einem Punkte, 
dessen Entfernungen von den Geraden B B' und CC un- 
endlich klein sind (Art. 32, 2). Eine senkrechte Ebene auf 
die Gerade AA' in diesem Punkte ist auch senkrecht auf 
BB' und CC, also BB' || CC. 

2) Die Summe der drei Keile dreier Ebenen, die sich in 
parallelen Geraden schneiden, ist gleich zwei Bechte. Beweis 
wie 1). 

3) Die sphärische Trigonometrie ist unabhängig vom 
Parallelen' Axiom. Man beschreibe eine coneentrische Engel 
mit unendlich kleineijn Radius; dureh das g^beue Dreieck 
ist ein unendlich kleines sphärisches Dreieck bestimmt , wel- 
ches mit ihmi gleiche Seiten und gleiche Winkel hat. 

Bei endlichen Figuren, die sich nicht durch unendlich 
kleine ersetzen lassen, mfissen die unter Voraussetzung des 
eudidischen elften Axioms abgeleiteten Beziehungen von den 
unter Voraussetzung der nichteuclidisehen Geometrie erhal- 
tenen yenschieden sein. 

Anmerkung. Die CongraenB-YeraiisBetBung erfordert, dass für 
ein System der Geometrie die im Art. 66 eingeführte Qröase k nnver^ 

6» 
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äuderlich bleibt; denn k bedeutet die bestimmte Entferaung zweier 
zusammengehöriger Grenzbögen, deren Verhältuies eine gegebene Zahl 
M e kt. FOr die Tenduedenen Wertlie Ton k erbUt maa vendhie- 
dme Systenie der Geometrie , fSr ft^oo erhUt man die enclidiache 
Geometrie. 

Im Falle des Stattfindeus eines dieser Systeme der Geometrie in 
der Wirklichkeit, müsste für die Löbun^ der Aufgaben auf dem Wege 
der Rechnung die Grösse k gegeben aein. Die Aufgaben der ebenen 
Trigonometrie und ihre Lösungen sind dann ganz analog denen der 
■phftriaehen Trigonometrie. 

Aufgaben Uber Parallele und Kiohtedhneidende. 

65. 

Sind p = AB und p = A'B' die Entfernungen zweier 
Punkte B und B' von der Geraden AÄj^BB', so ist 
AÄ a gesetzt 

Mg. 4». Denn zieht man AC und A'C 

± BB\ so ist 




oder, wegen sinXI?C-l:w|-, 
jJi» ^ — tan ^ ; 



also ist 



J5tn -~ : Bin ^" 



\mj. :tan ^. . 

Nun ist das erste Verhältniss gleich dem der Grenz- 



bögen zu den Punkten A und Ä, d. i. gleich e ^ . 

66. 

Ist die Gerade B B' eine Nichtschneidende zur Geraden 
AA\ und p der kleinste Abstand, so ist AA' = a gesetzt, 



ttt» I- — tun ^ rne " 



Denn es ist 



AB' 



tan f == tun^ cos BAB' = \m ^^^^BinA'AB', 
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also 



Hg. 90. 



Inn 1^ : tan y — cos AB'A' i siaÄ AB' « cos 

67. 

Aus dem Art, 59 ergibt sich immittelbar die Lösung der 
Aufgabe : 

Durch einen Punkt 7> ausserhalb einer Oe- 
raden AC eine Parallele ßG zur Geraden AC 
zu ziehen, d. h. zu einer gegebenen Distanz den 
zugehörigen Parallelwiukel zu finden. 

Ist nämlich BA ± AC, BD ± BA, D ein 
beliebiger Punkt der Geraden BD und 2>CX CA, 
80 ist 

OBD : OAC — 1 : ein n{h\ 
wo AB der Abstand und 77 (/i) der zugehörige Parallel- 
winkel ist. Da 1 > 8in77(/0 ist, so folgt BD > AC. 

'Beschreibt man aus dem Punkte C mit dem Radius BD 
einen Kreis, so schneidet dieser die Gerade AB m einem 
Pnnkte, etwa F. Im Dreiecke ACF ist dann 

' OCF'.OCA^X : sin AFC, 

*^ n{h) = AFC. 

Zieht man durch den Punkt B die Gerade BG derart, 
dass der Winkel ABG » AFC ist, so ist BG \ AC. 

68. 

Zu einem gegebenen Winkel als Parallelwinkel die zu- 
gehörige Distanz zu ünden. 
Hülf ssätze: 

1) Sind von den drei Senkrechten DD\ EE\ FF', 
welche in den Mitten D, E, F dei 
Seiten AB, AC, BG eines Drei- 
ecks ABC errichtet sind, zwei zu 
einander parallel, so sind alle drei 
parallel. 

Zieht man von den Spitzen A, 
B, 0 des Dreiecks parallele Gerade 
AÄ, BB\ CC zu den beiden als 
X)arallel vorausgesetzten Senkrechten, so folgt der Beweis un- 
mittelbar aus Art. 49, 2). 
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2) Sind 2a, 2h, 2e die Läugeu der den Winkeln A, B, 
C gegeiiQberliegenden Seiten und ist A der gröeste Winkel, 
BO finden in diesem Falle zwischen den Seiten und Winkeln 
folgende Gleichungen statt 

A = n{h) -f /7(c) 
B= n(c) - n {a) 
C=- Il{h) - 77 (a). 

3) Macht man nun A'AG = B'BC—n(a), so schnei- 
den sich die Geraden AG und in einem Punkte, etwa 
G^; dabei ist im Dreieck ACG, wegen GAC^Hip) — i7(a) 
— C, AG^Ca. 

Daraus folgt die Lösung der vorliegenden Aufgabe aaf 
folgende Art: Ist B'BC der gegebene Winkel, so kann man 
(▼ermittelst des vorigen Artikels) für eine hinreichend kleine 
Distanz BD einen Parallelwinkel B*BD > B'BC erhalten. 
Macht man BD, AÄ || BB', A'AG — B'BC und 

(auf der Geraden BO) GC AG, ao bestimmt die Mitte F 
der Strecke BO die dem Winkel B'BC entsprechende Di- 
stanz BF, 

69. 

Es sei die Gerade AA' i BB'\ zu einem g^benen Punkte 
A der Geraden AÄ soll der Punkt B der Greraden BB' 
derart bestimmt werden, dass Winkel AAB = B'BA. 

Man ziehe ausserhalb der Ebene AÄ BB' die Gerade 

C(y\AÄ, mache AC±CC\ CD 
— AG und DD' | CC\ Durch die 
Gerade CC \ege man eine Ebene der- 
art, dass sie mit der Ebene AÄCC 
denselben Winkel bildet wie die Ebene 
DD'BB* und bestimme nach Art. 42 
ihre Durchschnittslinie MM' mit der 
^ Ebene JJ7)7r. DieGer;ule.l/;_L-l/il/' 

bestimmt den gesuchten Punkt Ii. 
Legt man nämlich durch den Punkt A für die Axe AÄ' 
eine Grenzfläche, so bilden auf derselben die vier Ebenen 
AÄI)I)\ AA'Bir, DjyilB', CC'MM' zwei ähnliche 
Grenzdreiecke, woraus (wegen AC ==^ CD) AM = MB, also 
auch AÄB = B BA folgt. 
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Anmerkung. Durch die Lösung dieser drei Aofgaben ist die 
directe Ausfäbrung der in den Art. 25, 2), 89, 49—51, 58, 8) n. b. w. 
TOrkommenden Constructionen ennOglicht. 

70. 

Denkt mau sich auf der Grenzfläche die Grenzbdgen 
durch ihre Endpunkte allein bestimmt — analog wie in der 
Ebeue die Strecke — , so kanu auf die in dem vorigen Ar- 
tikel euthaltenen Aufgaben die Losung der nachstehenden 
zurückgeführt werden: 

1) Einen Grenzbogen zn bestimmen , welcher gleich ist 
der Summe zweier durch ihre Endpunkte bestimmten Grenz- 
bdgen AB und CD, 

Man bestimme uaeh Art. 67 die den Strecken \AB und 
^Cl> entsprechenden Pnrallelwinkel n{!,Jß) und JlilCD) 
und lege die Strecken AB und (1) unter dem Winkel 
JI{^AB) + n{\(^D) an einander. Der Anfangspunkt A 
der ersten Strecke und der Kncl})unkt I) der zweiten Strecke 
bestimmen d^n die beiden Kudpunkte des gesuchten Grenz- 
bogens. 

Auf analoge Art wird ein Grenzbügen bestimmt, welcher 
gleich ist dem Unterschiede zweier Grenzbögen. 

2) Zu drei Grenzbögen *S'.4, AB, SC die Yierte geo- 
metrische Proportionale CD zu finden. 

Dazu dient dasselbe Verfahren wie in der endidischen 
Planimetrie. Man 1^ in einer Ebene % (Termittehit zwei- 
maliger Anwendung des Art 67) die Sehnen der Bögen SA 
und AB so an einander, dass die Punkte 8, A, B m einer 
Grenzlinie liegen, d. h. dass der Winkel SAB ^ 11(^8 A) 
II AB) ist. Ist 88' die Aze dieses Grenzbogens, so 
lege man durch dieselbe eine beliebige Ebene W und ziehe 
in dieser die Gerade CC'\\SS' derart, dass SC gleich der 
Sehne des dritten Bogens und der Winkel S' SC CCS, 
also = n(^8C) ist. Legt man durch B B' eine Ebene unter 
derselben Neigung mit der Ebene vvie die der Ebene 
BB'CC und bestimmt nach Art. 42 deren Durchschnittsliuie 
I)V mit der Ebene 91', so erhält man die gesuchte vierte 
Proportionale CT), wenn nach der Aufgabe des Art 69 der 
Punkt derart bestimmt wird, dass Winkel D'DC=C'CD iet. 
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in ähnlicher Weise kann die mittlere geometrische Pro- 
portionale, u. 8. w. construirt werden. BerQcksichtigt man 
ausserdem die Sätze des Art. 53, so erhält man folgenden 
allgemeinen Satz: 

Auf der Grenzfläche kann mak — ohne Rücksicht 
anf das eacHdische Axiom — alle Constmctionen ausfahren, 
welche in der eudidischen Planimetrie möglich sind. Es ist 
also auch die llieilnng ?on 4B in gleiche Theile in denselben 
Flllen möglich. 

Beispiel. Es sei A'AB = }^ 1{, ferner AB so gewählt, 
dass BB'±AB und \\AA' ist-, bestimmt 
man auf der Geraden BB' den Punkt C der- 
art, dass A'AC= B'CA ist, soi8ti?C = a; 
gesetzt, nach Art. 57 



Pig. 53, 




c*= l :sini2i=«2, 
also z geometrisch construirt. 

Wählt man den Winkel A'AB derart, dass 
sin A'AB — --, d. i. A'AH « 21« 35' ö".63 

ist (was uäheruugsweise möglich ist), so wird x == Je, 



Vig. 64. 



Punkt und Linien-Element in der Ebene. 

71. 

Für die Bestinmiung der Punkte einer Ebene denke man 
sich in derselben eine bestimmte unbegrenzte Gerade XX' 

als Axe und in dieser einen bestimm- 
ten Punkt 0 als Anfang gegeben. 

Um den Punkt 31 zu bestimmen, 
ziehe man MB±XX ', die Strecken 
ÖP'^x und P Jf » y bestimmen die 
Lage des Punktes M eindeutig, wenn 
die Grösse x auf der einen Seite des 
Punktes 0 positiv, auf der entgegen- 
gesetzten negativ, die Grösse y auf der einen Seite der Ge- 
raden XX' positiv, auf der entgegengesetzten negativ ge- 
nommen wird. 
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Die Grössen x und y heissen die Goordinaten des 
Punktes Jf, es soll dies dnrcb M y) bezeichnet werden. 

Eine Gleichung y = f{x)f wo y eine stetige Function 
▼on X ist; hat zu ihrem geometrischen Orte eine stetige Linie. 

Ist M' ein zweiter Punkt, sind 0 P' = x' und M' P' = y 
dessen Coordinaten, so ist PF' — x — x = Jx. Legt man 
durch den Punkt M eine Linie M N gleichen Abstandes == ;/ 
zur Geraden XX', welche die (jeradu M'P' im Punkte N 
schneidet, so ist M' N ^ y ^ y = J y. Dabei ist nach 
Art. 59 der ßogeu 

Sind M und M' zwei uuendh'ch nahe liegende Punkte, 
SU erhalt man für das uueudlich kleine (bei 2s rechtwinklige) 
Dreieck MM N 

MW^ = MN' + M'N^ 
oder, wenn MM' » ds gesetst vrird, 

ds^ — m jdx^ -\- dy\ 

8ind M und M' Punkte einer Linie, deren Gleichung 
y =^ fix) (oder (p (x, y) = 0) gegeben ist, so kann man ds 
durch eine Variable und deren Differential ausdrücken. 

ChrensUnie. • 
72. 

Ist OX eine Axe der Grenzlinie, so erhält mau 
aus Art. 57 1 : sin i7(2/j 

aus Art 68, 4) cot 4-/7 (y). 

Eliminirt man n{if), so erhält mau als Gleichung der 
Grenzlinie 

Durch DiÜ'erentiation folgt 

dx-^fm^dy , 

also 

äs (0B I dy. 
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Iiitegrirt mau, so erhält man wie in Art. 60 für den von 
0 au gezählten Grenzbogen 

5 — * Bin ^ — * cot il (y) . 

Qleiohung der Geraden. 
73. 

Die Gleichung der Geraden kann entweder nach einem 
der gewöhnlichen (eudidischen) Geometrie entsprechenden 
Verfahren oder direct ans dem analytischen Ausdrucke fBr 
das Linienelement erhalten werden. Im ersteren Falle muas 

man unterscheiden, ob die Gerade eine die x-Atlb schneidende 
oder eine zu ihr parallele, oder eine nichtschneidende Gerade ist. 

\) Schneidet die Gerade die x-Axg im Punkte A, so ist 
OÄ = l, MAX = a gesetzt, für jeden Punkt M {.^fV) 

tan f =- f\n ~ ' tan « , 

weiche Gleichung sich auf die Form bringen lässt 

tun f « m ^ + » « iit j , 

wo m und n Constante sind. 

2) Ist die Gerade parallel zur (positiven) x-Am, so ist 

tun I « tun ^ e *, 

wo ^„ die Ordinate im Anfange bedeutet. 

3) Für eine die x-Axe Nichtschneidende erhält man 

tan I = tmi ItoB 
wo fOr o; B 2 die Ordinate y ein Minimum ist. 

74. 

Zur Erläuterung der Untersuchungen iai dritten Buche 
sollen die Gleichung der Geraden und ihre Eigenschaften auch 
aus dem Ausdrucke für das Linienelement h^eleitet werden. 

Die Gleichung der Geraden erhSlt man in diesem Falle 
aus ihrer Eigenschaft^ dass sie die kürzeste Verhindnng zweier 
Punkte Jfi = (x, , ^i) und = {x2, bestimmt. Es muss 
daher für die Gerade das Integral 
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zwischen den den Puukteu J/, und il/, entsprecheuden Grenzen 
ein Minimum werden. Betrachtet miin x als Function von 
y und setzt der Kurze halber 

so mu88 also das Integral 

J== J Vdy 

Vi 

ein Minimum werden. Die Bedingung dafür ist 

Vi 



oder 

alsoy wegen da;, ddCj » 0 , 

dy \dx) ' 

oder 

wo C eine willkürliche (Jonstaute bedeutet. -Entwickelt mau 
1^, so erhält man 



mithin 



oder 



X CO» , 

* ^ « C' 



da; = 



Cdy 



dx ^= * 
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Setzt man 



tan I = , 



so wird 

kCdz 



dx 



Yi — c + c^z* 
Integrirt man, so wird 

a; + i> = Ä log (c tan 2 + // l - C'^ + tan ^) , 

wo D eiue willkürliche Couätaiiie bedeutet. Daraus fol^. 



weim 



gesetzt wird und die Wurzel absolut genommen wird 

1) ac* = tan I ± //tan ^-f^^- 

Schafft man die Wurzel weg, so erhält man 

Anmerkung. Für »ehr grosse Werthe von k l'olgt aus der 
Gleichung 2) 

wo 

« + 6«=^, a~6-«2d 

ist. 

75. 

Aus der Gleichung 1) des vorigen Art. folgt: Damit 

m 

reell ist, muss die Bedingung erfflllet werden 

tan {-ab>0. 

X 

1) Sind a und b yerschieden bezeichnet, so ist immer 

reell; damit jedoch x reell ist, muss e positiv sein. 

Ist a positiv, so ist für das obere Zeichen x reell; ist a 
negativ, so ist für das untere Zeichen x reell. 
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Für y^O, erhalt man 

Die Gerade schneidet daher die x-Axe. 

Die (Tleichuug der Geraden lässt sich in diesem Falle 
umformen in 

ton f -= w ^ l» 

indem man 

-^'^mmj, fn»h^j 

setzt. Ist a der Neigangswinkel der Geraden zur a-'-Axe, / 
die Abscisse des Durchschnittspunktes, so ist 

_1 1 
a = tan « e , 6 = = tan a e , 

Seist man y « ± oo , so wird 

die diesen beiden Werthen von x entspreclienden Ordinaten 
sind zur Geraden parallel. 

2) Sind a nnd h gleich bexeiehnet und swar positiv, so 

ist für ein positives ff der Ausdruck reell, wenii 

d. h. wenn y^y^ ist, wo 

tan I* = //^ 
Für jeden Werth you y, wacher dieser Bedingung ent- 

spricht, sind beide Werths von positiv, d. h. jedem (posi- 
tiveD) y entsprechen zwei zugehörige Werthe Ton X, Ist £ 
die Mitte der beiden Werthe von x , welche mit Xi und 
bezeichnet werden sollen, also Xi-^- x^, so folgt aus 
der Gleichung der Geraden 

weicher Werth von y unabhängig ist. 
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Die Gleichuug der Geraden lässt sich umformen in 
d. h. in 

tun f tm X - j - • 

Da C0$ immer positiv und grösser als Eins ist, ao ist 
y > Vo ^ d. h. für X = i ist 1/ = ein Minimum. 
Setzt man y » oo , so wird 

ana welcher Gleichung zwei Werthe von x — ^ erhalten 
werden: ist x' der eine Werth, so ist — x' der andere. 

3) Ist eine der Zahlen a oder b gleich Null, so erhält 
man resp* 

2iM l'^he * oder 21mi I . 

Die erste Gerade ist parallel der positiven, die zweite 

parallel der negativen .r-Axe. Ist der Werth von y für 
x = 0, so erhält mau als Gleichung der Geraden 

_ * • 

tan I « Jan f e * oder tan | = tan |^ • 

Zusatz. Aus der Gleichung 2) erhellet unmittelbBr, 
dass eine Yertauschung der Zeichen von a und 5 in die 
entgegeugesetaten die Ordinate -^y in — y verwandelt 

76. 

1) Der Winkel, welchen eine Gerade mit der durcii 
einen ihrer Punkte zur x-Axe gezogenen Linien gleicben 
Abstandee bildet^ ist bestimmt durch 

ton fp - 1 (ae^ - he"'') m i - 

2) Schneiden sich die beiden Geraden 

X X 
I X 

2tan |-aV +ft'e"* 
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im Punkte , Pi), so erhält mau 

7/ ^' — o**« 2/i gfe' — ab 

f a — a ' * (« — a ) (&' — 6) 

Damit j-, und y^ reell sind, müssen die Differenzen a — a' 
und b — b' entgegengesetzt bezeichnet sein. 

3) Ist ilf der Neigungswinkel der beiden Geraden, so ist 

^ « 9> ~ 9» ' , 

wo die Werthe von ip und ^' fOr den Dnichschnittepunkt 
(^1 > Vi) ^ nehmen sind. Dftmit erhalt man 

tan i(r - KTÖS^ g") (y --^^ a6^-a-6j« ^ 

Entfernung zweier Funkte. 
77. 

Analog der Aufstellung der Gleichung der Geraden kann 
die Distanz d aweier Punkte Jf, (d^i, f^i) und ^ (x^, y^) 
auf zweifache Art heetimmt werden. Zieht man (wie in 
der gewöhnlichen Geometrie) yom Punkte die Oerade 
M^Q ± F^M^, wohei OP, — a?,, P,Jlf, »^i, OP,«a?j, 
.P2Jfcr2 = y.^ vorausgesetzt wird, so ist 

Aus diesen Gleichungen folgt 

78. . 

Für die zweite Metbode verfährt man so: betzt man in 
ffir x' den Werth aus der Difi'erentialgleichuug der Geraden 



- 80 - 
C 



so erhSlt man 



äs 



oder 



wenn 



C9t J[ r/y 

kdu 



sin == , 1 — — 



gesetzt wird. 

Daraus folgt durch Integration für die von einem be- 
liebigen Punkt der Geraden (als Anfang) gezahlte Entfer- 
nung des Punkte« {x, y) der Geraden 

e+* - 

e * ,11, 1 + y- - C2 , 

wo E eine willkürliche Constante bedeutet. 
Aus der Gleichung der Geraden folgt 

/c0ijif — Ca W 1^ c* — Csin 1^; 

damit erhält man 

s + E X 

e * Caw l e* + (l - C) »in l OZ , 

wo 



Z^atc» J + (1 - C) m I • 

Drückt man die Constante C durch die Gonstanten a 
und h aus und besieht den Factor C in die Constante E ein. 



so eihSlt man 



wo 



Sind 31 ^ = (.r, , ?/,) und Jf., « (ar^ , y.^) zwei Punkte, 
— deren EuUeruung, und Z,^ die zugehörigen 
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Wexihe von so erhält man 




Bestimmt man aus den Gleichungen 
2ttttlf — a«* + &e ^ 

die Constanten a und h und setzt sie in die obige Gleichung 
für die IMstans so erhalt man letstere ausgedrückt durch 
die Coordinaten der Punkte Jf| und J/j* 

Diese Rechnung wird auf folgende Art durchgefOhrt: 

Ol taas 

— tan ^ «* + ttii ^ «* 

Ktit - - C0$ f tött -^^ + $111 f m ± Bin I* 

m^^Z,^t9s 1« tan f -ifiu f t«^^ ±sitt ^iV, 

wobei das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
— iCj positiv oder negativ ist. 
Die Grösse N lasst sich umformen in 

- /(f0s t0S I' tos - sin f si« f )' - 1 = sin | , 

WO der Kürze halber 

g^esetzt wird. 
Daraus folgt 

Filicli*«f, BluMot« d«r «biolutMi GMmttria. 6 
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flii^e*-rtn^ 



«II ^2- * * 



also 



C" «I sa6 , 



d, h. d ~ u oder 



sin ^ - sin e * 



cfs y — m ^ m |i m ^^-^^ — Stil ^. « lÄ ^ . 

Anmerkung. Für sehr groflae Werths TOD Jb folgt am der obigen 
Formel der Distanz die Gleichung 

Knais und Erfinuniuig. 

79. 

Betrachtet man in dem Ausdrucke für die Entfernung 
zweier Punkte Jfj und Jfj einen der beiden Punkte, etwa 
den Punkt 3I^, als fest und bestimmt alle Punkte deren 
Entfernung d von 3/, constant = r ist, so erhält man die 
Gleichung des Kreises, dessen Mittelpunkt fler Punkt Jf| und 
, dessen Radius = r ist. 

Für — « {«, ß), üf, — {dß, y), erhalt man als Kreis- 
gleichtmg 

1) Ist /3 = 0, a = r, so ist der Coordinaten- Anfangspunkt 
ein Punkt der Kreisliniei die Gleichiing wird 

. Für r SS 00, geht die Kreislinie in die Grenzlinie über, 
deren Gleichung also 
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vaL VergL Art. 72. 

2) Seist man ß » n.jkt, so erliiH maii als Krei^leichiiiig 

welehar Gleiehmig genligi niid, wenn 
gesetzt wird, woraus dann folgt 

d. h. man kann die ^ylinien gleichen Abstandes*' als Kreise 
betraehten, deren Radios die Form* a-j- ^^'i hat, wo a den 

constanten Abstand bezeichnet. Fnr a = 0 geht die Linie 
gleichen Abstandes in eine Gerade über; man kann daher 

letatere als eine Kreislinie vom Baditts ^ki betrachten, der 

zngehdrige Umfang wird nach Art. 60 gleich 2nki. 

Durch Umdrehimg der Kreislinie um einen Durchmesser 
erhält inan: Die Fläche gleichen Abstandes kann mau als 

eine Kngelflache vom Radios a-\-'^ki betrachten, n. s. w. 

Zusatz. Ist = 2a eine Sehne, 0 der Mittelpunkt 
des Kreises, Winkel OAB = cjj so ist 

.tim j-^tan-^cose»; 

durch dieselbe Gleichung ist auch der Radius a des Schnittes 
einer Ebene mit einer Kugelfliiche bestimmt, der tlurch eine 
Tangente eines Hauptkreises gelegt wird, und der mit der 
£bene des letzteren den spitzen Winkel a bildet. 

Setzt man r » A -f- ^^ip so wird 

tttn-j^ — ort y cos«. 

Für a > »0, wo cos Oq = tait gesetzt wird , ist a 
reell*} Ülr a =s a^, wird a oo, d, h, die Schnitt- 

* Die Bestimmung der reellen EreisBohnitte kann aneh dixeet ans 
Art. 76 und 76 erhalten werden. 

6* 
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ebene ist zur Grundfläche parallel (vergl. Art 58) und die 
Schnittlinie ist eine Grenzlinie. 

Für a < 4Dq, wird a complex. Setzt man * 

so wird 



K 



ttX -j^ cos (D . 



Fig. fiS. 



oder 



Von ö = bis ö *=» 0 nimmt von oo bis h ab. 

80. 

Bs seien M und M' zwei Punkte einer Kreislinie, MT 

und M'T' ihre zugehörigen Tangenten, 

welche sich im Punkte iV schneiden. Der 
Winkel TNT' ist die Aenderung der 
Lage der Tangente MT y wenn sie nach 
M'T' bewegt wird: dieser Winkel ist die 
Krümmung des Bogeus M M'. Setzt man 
TNr = x — 2MNO = 2a, MN=t, 

§0 ist ^ 
Uatj^im^eoB MNO = tun sin 




gm g 

t 



Sind die Punkte M und JT unendlich nahe, so ist 
MM' ^ds^ 2MN s=:2t, p » r, woraus für das Mass der 
Krümmung des Kreises folgt 

1) Ist r endlich, so ist fOty > also m> l :h. 

2) Für r = oo, folgt m = 1 : A'j d. h. das Mass der 
Krümmung der Grenzlinie ist = 1 : k. 

3) Setzt mau m < l :k voraus, so folgt 

T- 1 + *« 
^* T^IST--^»^ 

woraus 

k 



ylogfi + ^Ä;» 
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erkalteu wird. Setzt man y log fi — so folgt 

Die Linien gleichen Abstandee sind daher Kreislinien 
mit der Erfimmnng < 1 : 2;, die Gerade selbst besitzt die 
ErOmmnng ;;Nall''. 

Die EreisKnie (sammt Grenzlinie), die Linie gleichen Ab-. 

Standes und die Gerade sind iu der Geometrie die einzigen 
an allen Stellen gleichartigen (d. i. aus congruenten Stücken 
zusammengesetzten) ebenen Linien; durch diese kann die 
Krümmung einer beliebigen stetigen Linie bestimmt werden. 
Aus dem Vorhergehenden erhellt, dass jedes unendlich kleine 
Stück einer krummen Linie mit einem Kreisbogen zusammen- 
fallt, welcher entweder zu einem wirklichen Kreise oder zu 
eitler I^inio gleichen Abstandes gehört, je nachdem das Krüm- 
mongsmass grösser oder kleiner als 1 : ist. 

Punkt und Linien-Element im Baume. 

81. 

Um die Lage eines Punktes im Räume zu bestimmen, 
denke man sich eine bestimmte Ebene als Grundebene, in 
dieser eine bestimmte Gerade als Ax.e und in letzterer einen 
bestimmten Punkt als Anfang\ 

Von dem zu bestimmenden Punkt 3f ziehe man eine 
Senkrechte 31 F = ,^ auf die Grundebeue, welche positiv ge- 
nommen wird auf der einen Seite der Grundebene, negativ 
auf der onigegengesetzten. In der Grundebene werden die 
Coordinaten x, y des Punktes 1* nach Art. 71 bestimmt. Die 
Grössen x, y, e heissen die Coordinaten des Punktes M. 

Ist Jf' a» fs') ein zweiter Punkt, so lege man 

durch den Punkt M eine Fläche gleichen Abstandes zur 
Grondebene, welche der Senkrechten M'F' » / im Punkte 
N begegnet; dabei ist nach Art. 59 der Bogen 

Sind M und M' zwei unendlich nahe Punkte, ds deren 
Entfernung, so ist 

di^^MT + WN^ 
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Nach Art. Ii ist 

also 

Sind die Gleichungen einer Linie gegeben, so erhält mau 
durch Integration die Länge des Bogeus zwischen zwei Punkteu. 

Gerade und Ebene. 
82. 

Die Gleichungen der Geraden können venniUelBt der 
Yanationsrechnnng aus der Bedingung der kürzesten Ent- 
fernung zweier Punkte erhalten werden. Bequemer erhält 
man jedoch dieselben mit Zuziehung der Resultate der Art. 74 
und 77. 

Man kann nlmlich die Gerade MM' durch die Gleichung 
der Geraden PP' in der Gmndebene (d. i. ihrer Projectian) 
und durch die Gleichung der Geraden MM*- auf die Gelrade 
PP' bezügeu bestimmen. 

1) Die Gleichung der Geraden PP' sei 

2) Ist u die Entfernung des Punktes P von irgend einem 
festen Punkte A der Geraden PP' als Anfang, so ist die 
Gleichung der Geraden MM' fDr die Axe PP' 

wo c und d Constante sind. 

*^ Setzt man in diese Gleichung für u seinen Werth nach 
Art. 77 

so erhält man die Gleichung der Geraden MM' für die Axe 
PP' in den Coordinaten x, y, g gegeben; die Constanten 

6* und 6 * können in die Gonstanten c und d einbezogen 
werden. 
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Die vier Constaiiten a, h, c, d kcninen durch Bedingungen, 
welchen die Gerade MM' unterworfen ist, bestimmt werden. 

In iüinlicher Weise kann die Entfernung zweier Punkte 
bestimmt werden. • Man erhält durch zweimalige Anwendung 
der Formel des Art. 77 

dabei bedeutet d' die Projection der Strecke d auf die xy- 
Jjjbeue. 

Für die Entfernung r des Punkts M = (a;, y, jef) vom 
Anfang 0 erhält man 

83. 

Es seien p » OP und r « OM zwei Yom Coordinaten- 
Anfang 0 gezogene Strecken, dabei werde p so gewählt, dass 
das Dreieck OMF bei P rechtwinklig ist. Setzt mau P «=• 
,(a, b, c), M = {x, y, z), l'M = d, so ist 

Drückt iiiiiii nach dem vorigen Artikel die Grössen Tj d 
durch die (Joordiuaten der Punkte M und P aus, so er- 
hält man 

h y 

' a > * » y ' 

Man ziehe im Punkte 0 eine Gerade ZZ' senkrecht auf 
die :r^- Ebene und lege durch ZZ' eine Ebene senkrecht auf 
die rc-Axe, welche die a;t/-Ebene in der Geraden Y Y' 
schneidet. Die drei durch den Punkt M auf den Azen XX', 
YY\ ZZ' senkrechten Ebenen bestimmen drei yon 0 ans 
gezahlte Strecken af^ jet'. Bezeichnet man mit (r, x) den 
Winkel der Geraden OM und OX, so ist 



Digitized by Google 



— 88 — 

tan tau cos (r, «) u. s. w. 

ßerClcksichtigt man die Gleichungen 

nnd die analogen fQr (a', c)j so ei^Qt man 

cos = cos (|), a:) cos (r, rc) + cos (j>, y) cos (r, y) 

-j- cos (j;, ^r) cos (r, z). 

Sind 6, c also auch p Constantey ao stellt die Ulei" - 
chong 1) die Gleichung der Ebene dar. 

Andere Coordinaten- Systeme. 
84. . 

» 

Die in den vorhergehenden Untersachnngen vorans- 
gesetsten Coordinaten entsprechen der gewöhnlichen gra- 
phischen Darst^ong der Functionswerthe; es mögen daher 
noch andere Coordinaten in Kürze erwähnt werden. 

StaU durch die Abst&nde OF^x\ P3f = y den Punkt 
M einer Ebene zu bestimmen, kann man letztere als den 
Durchschnittspnnkt Her beiden Senkrechten auf zwei unter 
einem rechten Winkel sich schneidende Axen betrachten und 
die Abschnitte 0P = a7', OQ = y' oder noch zweckmSssiger 
^ie hyperbolischen Tangenten der Verhältnisse dieser Ab- 
schnitte zu k als Coordinaten |, wühlen*, so dass 

Sind I und i] zugleich < 1 , so wird ein reeller Punkt, 
ist eine oder jede Coordinate > 1, so wird ein idealer Punkt 
dargestellt. 

Bezeichnet man mit <p den Winkel MOX und setzt 
Oitf — r, ttttty » 9, so ist 

' { ^ cos 97, 17 = ^ sin 9; 

d. i. die Transformation in Polarcoordinateu. 

Die Transfoniiiition in Coordinaten des ursprünglichen 
Systems ist gegeben durch 



* Eacherich, die Geometrie auf den Flüchen constanter nega- 
tLver Krümmung. Sitzb. der kais. Akad. der Wiasensch. Bd. LXIX. 
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Die Gleicliuug der Geraden wird 

-»7 = a| 4- 6. 

Der Ausdruck für das Linien-Eleineiit nimmt die Form an 
<?s» = J^rfaT« + 2Fdxdy + Gdy"^, 
wo 2^ von Null verschieden ist, da der Winkel F3IQ spitz ist. 

Für räumliche Figuren betrachte mau die im vorigen 
Artikel mit x, y, z bezeichneten Abschnitte auf den Axen 
XX', YY\ ZZ' als Cüordinateil. Statt dieser Grössen kann 
mau die Functionen i}, ^, wo 

ist, einfUiien« Dadurch wd z. B. die Gleichung der Ebene 

In gleicher Weise gehen die Gleichungen der Geraden in 
zwei lineare Gleichungen zwischen den Functionen £, ^ über. 

85. 

Nimmt man in einer Ebene eine Grenzlinie zur a;-Axe 
und in dieser einen bestimmten Punkt 0 als Anfang, so kann 
der Punkt M. auf die folgende Art bestimmt werden.* Man 
ziehe vom Punkte M eine Axe, welche die Grenzlinie im 
Punkte P schneidet. Das Stück OP der Grenzlinie und die 
ötrec^ PJfcT der Axe — diese Grösfen sammt Vorzeichen 
genommen — können als Goordinateu x^ y des Punktes M 
betrachtet werden. 

Die bezüglichen Transformationsformein lassen sich ohne 
Schwierigkeit entwickeln , für den Ausdruck des Linien- 
Elementes erhält man 

woraus ganz analog wie im Art 74 die Gleichung der Qe- 
raden und die Entfernung zweier Punkte gefunden wird. 

Für rSumliehe Gebilde nimmt man eine Grenzfläche als 
ji;y-Flaehe und zieht durch den zu bestimmenden Punkt M 

* Flye S«» •Marie, Stades analjtiqaes aar la th^oiie des psiaimes. 
Paris, 1871. 
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eine Axe der Grenzfläche, welche von letzterer im Punkte P 
geschnitten wird. Die rechtwinkligen Coordinaten Xj y des 
Punktes P auf der Grenzfläche — für welche die gewöhn- 
liche Geometrie gilt — und die »Strecke FM (sammt Vor- 
zeichen) dienen als Coordinaten x, y, z des Punktes M, 

Ist Jtf ' ein zu Jtf unendlich naher Punkte so ist 

PF' — dx^ + dy\ 
r» 

ds^- = c* {dx' + dy-') + ds^, 

Fläohenbestimmung ebener Fi^^ureiu 

86. 

Die Bestimmung der Fläche einer ebeiien Figur wird 
durch Zerlegung der gegebenen Flache in unendlich kleine 
Elemente, auf welche man also die gew5hn]iche Geometrie 
anwenden kann^ durchgeföhrt. 

Um die Flache 0 einer ebenen Figur, begrenzt Yon zwei 
, Ordinaten einer krummen Linie, dem Bogen derselben und 
der Absdssenaxe zu bestimmen, zerlege man die Fläche 
zwischen zw« unendlich nahen Ordinaten MP und M'P* 
(Figur des Art. 71) durch unendlich nahe Linien gleichen 
Abstand es mit der Axe XX' in rechteckige Elemente. Ist h 
der Abstand einer dieser Linien, dit diu Entfernung je zweier 
I.iiiiün gleichen Abstandes^ so ist die Fläche des zugehörigen 
Elementes * 

d^0^t9l^jdxdh. 

Daraus folgt für die Grosse dä des Strasfens zwischen 
den beiden Ordinaten MF und Jf 'P', indem man von ^»0 
hia h'^y integrirt, 

dg ^h»\n^dx, 

1) Für die Linie gleichen Abstandes ist 

y »l> Consta, 

also 

gmmhx j5in ^ . 

2) Für 
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ist 

^l^m>— III*«*' 
wo tan ^ » sitt-^ «-= « gesetzt ist. Daraus folgt 

;ef -« arc sin sin y 0tn 1" j . 

Das Doppelte dieser Fläche ist gleich der Fläche des Rechteck- 
AnalogOD, dessen Basis = 2x und dessen mittle^ (d. i. kleinste) 
Hohe « jfo ist. ' 

3) Für die Grenzfläche ist 



also 



dz=^kl^ e*- Ida? — ft»^!^. 



Sx 

«» — c* — 1 



= ik» (sitt |. - arc tan sinf ) 



87. 

Kreisfläche. Die Fläche eines Kreises kann durch con- 

centrische Kreise in unendlich schmale Ringe und jeder dieser 
Ringe durch unendlich nahe Radien in unendlich kleine recht- 
eckige Elemente zerlegt werden. 

Man erhält dadurch für die Fläche eines Ringes vom 
Radius x und von der Breite dx den Werth 

integrirt man von XmmQ bis a; — r, so erbSlt man die Flache 
des Kreises yom Radius r 

Zusatz. Ist Q die Länge eines Grenzbogens, dessen 
Sehne = r ist, so ist nach Art. 60 

also 
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(1. Ii. ein Kreis auf der Grenzlliiche mit dem Kadius q ist 
flächeiigleicli dem ebeueu Kreis^ dessen KatUus die äelme r 
des Greuzbogens (f ist. 

88. 

Um die Fläche zwischen den zwei Grenzbögen AB = s 
und AB' == 8 und den Axenstücken AA' = BB' = l zu 
bestimmen, theile man (wie in Art. 5()) die Strecke AA' in 
unendlich klejne Theile = dx und lege durch die Theilungs- 
puukte Grenzbögen. Ist x die Entfemung eines Grenzbqgens 
vom Bogen ÄB', so ist 

_» 

s'e'' dx 

die zwischen den Grenzbögen, deren Abstände x und x-^-dx 
sind, enthaltene Fläche, also das zwischen den Grenzen 0 
und l genommene Integral 

ksie"- 1) — 

die Gesammtfläche. Um die yon einem Bogen 8 nnd denj 
Axen der Endpunkte bestimmte Flache zn erhalten, setze 
man $' — 0. 

89. 

Für die Dreiecksfläche ist die Bestimmung des con- 
stanten Verhältnisses X der Fläche f eines Dreiecks zu ihrem 
Unterschiede u der Winkelsumme von 2B (vergl. Art 38) 
nSthig. Diese Berechnung geschieht am einfachsten auf die 
folgende Art: 

Setzt man in dem Ausdrucke Art 62 

tan ^ - /um i i tan i ton i i ^ 

die Seiten a, b, c also auch s sehr klein voraus, so erhält man 

also X » 

Andere Methode: Man denke sich ein Dreieck ABC, wo 
der der Seite AB anliegende Winkel JS— 12 ist und der 
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'f*imkt C im Unendlichen liegt, d. h. der Winkel C^O oder 
AC\BC ist. Ist AE ± AB, so ist der Winkel 

EAC^^B — A - B = u. rig.ö6. 
Zieht man den Greuzbogen ^i>, so ist ^ ^ 
uacii Art 60 

AD^k Goi n(AB) — k tauf». 

Die Fläche 8 begrenst vom Grenzbogen 

AD und den Axen AC und DC ist oAch 

Art 89 

fif — Ä;-^i) — tani»^ 

mithin das VerhSltniss 

8 y tan k* tanw 
ABÜ^ Xu " A ' H • 

Mit dem Verschwinden der Seite AB geht das Ver- 

hältniss , also auch die Verhältnisse jj^q "i*^ in 
die Einheit über. Es ist daher 

also die Fläche f eines beliebigen Dreiecks , dessen Winkel 

A, Bf C sind, 

A;^« « k\7t -A — B — C), 

Znsatz. Ist das Dreieck gleichschenklig d. h. a — h 
und die Basis e unendlich klein, so kann man 

« = a + Y — a, « — a — 5 — y, « — c— a — §" 

setzen. Man erhält damit 

tan|=Jatti|tanif 



Damit kann die Fläche des Kreissectors bestimmt wer- 
den. Zerlegt man den Bogen l des Sectors in unendlich 
kleine Stücke c, so erhält man durch Addition der Dreiecke 
für die Fläche des Sectors 

Ikimi^* 



Digitized by Google 



- 94 — 

90. • 

Vieleck. Sind . . An die (innern) Winkel eines 

liohlwinkligen w-Eckea, so ist die Fläche 

/•= Ic^ [(n — 2) Ä — ^, — — . . — 

Ist das Vieleck regulftr^ so ist ^1, ^ » . . b A^sssAf 

also 

Für^i»^«*..-i^«»Owiiddie Fläche — (n — 2) av jk> 

ein M ftT ri tn ^ m. 

Anwendungen: 1) Zufolge der im Art 70 enthaltenen 
Aufgaben ist die Constmction eines regolSren Vierecks m5g- 
lichy dessen Flache — • nJ^ d. i. gleich der grösstöi Dreiecks- 
flSche ist 

Es werde in dem bei (7 rechtwinkligen Dreiecke ABC 
der Winkel A = ^R, B ^ \B, vorausgesetzt. Aus Art. 61 
Gleichung 2) 

folgt, indem man für cos und sin-^i? die Werthe 
cos^JB»i^2 und sin^i^ — ^^2 — K2 

setzl^ 



e 



und daraus 



'--VI 



y2-i 



welcher Ausdruck — da nur zweite Wurzeln vorkommen — 
geoiAetrisch construirt werden kann. Damit erhält man dann 
(analog wie im Beispiele des Art. 70) die Seite a. 

Die Fläche des eben constmirten Dreiecks ist — i^chK 
Durch Anlegung eines congruenten Dreiecks A'B'CT, dessen 
Hypotenuse A'B' mit der Seite AB zusammenfällt, erhält 
man ein Viereck ACBC\ in welchem drei rechte Winkel 
und ein Winkel •) i{ siii^ und aus vier solchen Vierecken' 
kann man ein reguläres Viereck zusammensetBen, dessen Seiten 
M 2a und dessen Winkel sind. 

2) In ganz analoger Weise kann man ein reguläres n^Eck 
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Yon der^lftche xJit^ constniiien, wenn n 2*^ • 3* • • 17^ . . . 
igt, wo a, ß, , , ^0 oder 1 ist. 
Denn ans 

folgt 



n 



Vermöge der von Gauss entdeckten Kreistheilung'" kdn- 

neu in diesem Falle die Functionen eos — - und sin — ü.s. w. 

durch zweite Wurzeln ausgedrückt werden; ist x die Seite 
eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen gegenüberliegender Win- 

9 f? ü 

kel — und dessen anliegender Winkel » (n — S) — ist^ 
SO katin der Ansdrack X, wo 

2 21 

cos 

Zoe M 
= tOB ^ — 5" 

. 8m(n— 3)^ 

ist, also auch e* und mithin auch x geometrisch construirt 
werden. Das 2 w fache dieses Dreiecks ist gleich 7t k^. 

Unter der Voraussetzung der obigen Form für die Zahl 
n kann also die Flüche 7t Jc^ in n gleiche Theile getheilt wer- 
den. Es ist daher auch die Oonstruction eines Vielecks von 
der Fläche f^^xj^ 

wo m beliebig und n von der obigen Form ist, möglich. 

3) Bedeutet q den zur Sehne r gehörigen Grenzbogen, 
so ist die Fläche des ebenen Kreises vom Radius r (nach 
Art. 87, Zusats) 

ar^ »jrAs^tan«', 

wo mit Beibehaltuug der Figur des Art. 89, u^EÄC und 
die Sehne ÄD <bs r isi 

Da man (nach Art 67) den Winkel u fDr jeden Werth 
▼on r durch Oonstruction cöiiftlt, so kann man tan« eis das 

Verhältniss zweier GrenzbSgen also auch tan tt^ geometrisch 

construiren. Die Fläche eines ebenen Kreises ist daher geo- 
metrisch quadrirt vermittelst einer geradlinigen Figur (=jtÄ^) 



* Diaqtusitiones arithm« — Frischauf, Vorlesimgen Aber Zahlen- 
tliBOrie. ^ Bachmann, die Lehre Ton der Sreistheüiug. Leipzig, 1872. 
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und vermittelst gleichförmiger Linien derselben Art (Grenz- 
bögen, welche bezüglich ihrer Vergleichung sich wie Strecken 
verhalten). Da ng'^ die Fläche eines Kreises auf der Grenz- 
flache ist, so ist auf dieaelbe Art auch der Kreis auf der 
Grenzflache quadrirt 

I|t tim eine ganze Zahl oder ein Brach ^ , wo der 

Nenner n die erwähnte Gauss'sche Form hat^ so kann man 
* nach dem Vorigen ein (ebenes) Vieleck construireUi dessen 
Fläche der Fläche des Kreises gleich ist 

Flj&ohenbestimmung räumlicher figuren, 

91. 

Um das oonstanie Verhftltniss einer Jblache gleichen Ab- 
standes txst mgehörigen Flache ihrer Grand -Ebene au 
bestimmen, grenae man anf letaterer ein unendlich kleines 
Rechteck mit den Seiten a nnd ( ab. * 

Die zugehörigen Seiten a' und d' des Elachenelementa 
der FBehe gleichen Abstandes sind durch 

das FlSchenelement also durch 
bestimmt. 

02. 

Die krumme Oberfläche 0, welche von dem Stück q einer 
Linie gleiclieu Abstandes » h durch Umdrehung um ihre 
Gerade erzeugt wird, ist 

wo p das dem Bogen q entsprechende Stück der Geraden ist. 

93. 

Kugelabschnitt. Esseiylder Pol des Kugelabschnittes, 
AOB =^ (p der halbe Mittelpunktswinkel, p der Umfang des 
grössten Kreises. Ist BC X OA^ so ist 

OBC^p sin 9. 
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Ist X die LüDge des Kreisbogens AH^ so ist 

also 

Die Fliehe de der dnrch das Bogen- 
element dx bestimmten Eugelzone ist 

dz^ OUCdx = jpsin 9 • ^-d<p, 



oder 

de e= ~- s'mcpdcp. 

Das Integral von 0 bis 97 giebt die krumme. Fläche des 
Kugelabschnittes 

i»«^(l — 0089)). 

Für q) = 7t erhält mau die gesammte Kugelääche 




Daraus folgt (nach Art 44) fttr die Flüche eines sphä- 
nsehen Dreiedn 

Znsatz. Der Ausdruck für die krumme Fläche eines 
Kugelabschnittes lässt sich auf folgende Art umfonnen: 
Durch deu Umfang des grossten Kreises der Zeichnung denke 
man sich eine Grenzfläche gelegt, welche von den durch die 
Kadien OA und OB auf die Ebene des Kreises senkrechten 
Ebenen in den Grenzbögen O'A und O'B geschnitten wird. 
Zieht man den Grenzbogen BB ±.AO'f so erhält man ein 
Grenadreieck BO'D, in welchem 

Winkel 0' — 9, p « 2sO'£, 

O'D 

also fj'-ß = cos 9), 

und 

e — AD • p — xAD • AA' 

ist, wo AA' den Grenzbogen AO'A' bedeutet Ist AB der 
Grenzbogen zwischen den Funkten A und B*, so ist 

* Dieser Grenzbogen ist in der Figor nicht gaseichnet, denelbe 
ist von dem Kreisbogen AB verschieden. 

Friiohanf, Elemente der ebnluten Geometrie. 7 
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Durch Anwendung des Zusatzes des Art. 87 folgt: Die 
krumme Flache eines Kugelabschnittes ist gleich der Fläche 
eines (ebenen) Kreises, dessen Badiog gleich der Strecke 
zwischen dem Pol nnd einem Punkte des Umfanges des 
Schnittkreises ist. 



tohaltsbestirnmnng. 
94. 

Der Inhalt des Körpers, begrenzt von einer ebenen Figur 

als GruTidtlilelie, wird dadurch bestimmt, dass man durch 
Flächen gleichen Abstaiides zur Baaiji den Körper in Ele- 
mente zerlegt. Ist y der Abstand, p der der Flache zuge- 
hörige Theil der Gruudebene, so ist das Körperelement 

Drückt man p durch y aus, so erhält mau durch Integration 
den Inhalt des Körpers. 

Ist p = Coust., so gibt Integral von 0 bis ^ 

den Inhalt des Analogen des geraden Prismas der gewöhn- 
lichen Ueometrie, wo p die Basis und h die Höhe bedeutet. 



Vig. 58. 




95. 

In ähnlicher Weise wird der Inhalt 
der Pyramide bestimmt. Es sei SABC 
die gegebene Pyramide, wobei SAju AI3C 
vorausgesetzt wird. Zerschneidet man die 
Pyramide durch Flächen gleichen Abstan- 
des ÄB'V iü Elemente, so ist 

dv » A:B'C' dy 
das Element des Inhaltes. Ist B^C^ die 
^ Projection der Linie B'C auf die Basis, 
so ist 
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Setzt man SA = h, ÄJJ = b, AC= c, AB^=^Xf ACi .= w, 
so kann man mit Zuziehung der Gleichungen 

• Ä , b . c 

k F Ii 

die Fläche ^ii,r,* durch y ausdrücken. Das Integral von 0 
bis h gibt den Inhalt der Pyramide. 

96. 

Auf dieselbe Art wird der Inhalt des geraden Kegels 
bestimmt. Im rechtwinkligen Dreiecke SAO stelle SO=h 
die Höhe, AO = r den Radius der Basis und SA =s die 
Seite des Kegels dar. Ist 31 ein Punkt der Seite S A, MF XAO, 
80 ist jp gleich der Kreisfläche mit dem Radius OF m^r ^ u, 
wenn AF^u gesetast wird. Daraus folgt 

dv^AnJc- &iü '-^^ tu» y ^iy > 

dabei ist 

im "l" « — - $ttt j msiii j . 

Drückt mau die Grösse ii durch y aus, so erhält man 

•- »h,. ^ ri« i f «If - i (1 + f • 2 f ) . 
Das Integral Yon 0 bis gibt für den Inhalt 

• 97. 

Den Inhalt des Rotationskörpers des Art. 92 erhält man 
anf die folgende Art: Man zerlege die Fläche, begrenzt von 
den Linien p und q nnd den Ordinaten der Endpunkte^ durch 
Linien gleichen Abstandes in Slemente^ so bestimmMi bei 
der Umdrehung je zwei auf einander folgende Linien einen 
ringförmigen Körper. Durch Ebenen^ welche auf der Strecke p 
der Umdrehungsaze senkrecht sind, wird jeder Bing in 
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Körperelemente zerlegt Ist x der -Abstand einer Linie p' 
gleichen Abstandes von tler Axe p, sind dp und dp' die 
Stücke der Geraden p und der Abstandsliuie p' zwischen je 
zwei senkrechten Ebenen, so ist der Inhalt dv des Edrper- 
elements 

dv Oxdxdp' )rib $ttt 2 p dxdp , 
also der Inhalt eines Binges (indem man nach p integrirt) 

und die Summe der Ringe (indem man Ton 0 bis ^ integrirt) 

7 9 • 

V « Tch^pswx ^ • 

98. 

Die Kugel zerlege man durch concentrische Kugelflächen 
in Elemente. Ist x der Radius einer Kugelfläche, dx die 
Entfernung je zweier Kugelflächen, so ist der Inhalt des 
Elementes enthalten zwischen, diesen beiden Kugelflachen 
(nach Art. d3) 

fdx 4«Ä» Kin ~ dx , 
also der Inhalt der Kugel 

wo r der Radius ist. 
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Drittes Buch. 
Endlicher liaiim iiiid absolute Geoiiictrie. 

Absolute Sphärik. • 

Für das leichtere YerständniBB der spater behandelten 
Planimetrie des endlichen Raumes möge die nachstehende 
DarsteUnng der Satze der Sphärik ohne Benützung des 
Mittelpunktes der Kngel ▼orancfgeschickt werden« 

Die Kugelflache (Sphäre) ist eine endliche^ unbegrenzte, 
an allen Stellen gleichartige d. i. aus congmenten Theilen 
zusammengesetzte Flache. Durch zwei beliebige Punkte der- 
selben ist im Allgemeinen eine grösste Kreislinie (Haupt- 
kreis) möglich, welcher eine unbegrenzte an allen Stellen 
gleichartige Linie ist, so dass die beiden Theile der Kugel- 
fläche zu den beiden eutgegeugesetzten Seiten des Haupt- 
kreises Tollkommen gleichartig sind, d. h. zur Deckung ge- 
bracht werden können. 

Jede grösste Kreislinie theilt die Sphäre in zwei con- 
gruente Stücke, alle grössten Kreislinien sind daher congruent 
und folglich von gleicher Länge. 

ISchneidet eine grösste Kreislinie AÄ' eine zweite BB' 
in einem Punkte M, so muss nach Art. G die erste die 
zweite mindestens nochmals in einem Punkte 3/' schneiden. 

Zwei beliebige grösste Kreisliuien AA' und DB' schnei- 
den sich in zwei Punkten M und M', in welchen die beiden 
Kreillinien halbirt werden. Zwei solche Punkte heissen 
Gegeup unkte. 

Denn würde die Linie jBjB' auf derselben Seite von AA' 
liegen, so müsste die halbe Sphäre und der zwischen BB' 
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und AA' liegende Theil der Sphäre wieder gleich der halben 

•Sphäre seiu. 

Nimmt mau vou den halben Sphären auf der einen Seite 
^•f^ ^ von AA' und BB' den ihnen ge- 
meinsamen zwischen den MBM' und 
MAM' liegenden Theil der Sphäre 
weg, 80 erhält man die Gleichheit 
der zwischen den Linien MA' M' 
und MBM\ MAM' und MB' M 
liegenden Theile der Sphäre, woraus 
folgt, dass die Durchschuittspunkte M und M' zwei Gegen- 
punkte sind« 

Der zwischen zwei in Gegenpunkten sich schneidenden 
halben grössten Kreislinien enthaltene Theü der Sphäre heisst 
ein (sphärisches) Zweie ck. 

Aus dem Vorhergehenden folgt : Durch zwei Gegenpunkte 
ein3r Sphäre sind beliebig viele grdsste Bjeislinien möglich. 
Zwei Punkte, die nicht Gegenpunkte sind, d. h. nicht eine 
durch sie gelegte grdeste Kreislinie halbiren, bestimmen eine 
und nur eine grdsste Kreislinie. Durch jeden Punkt der 
Sphäre kann man beliebige grdsste EreisUnien adehen, alle 
diese Linien schneiden sich nochmals in dem zogehdrigen 
Gegenpunkte. Um zwei Gegenpunkte herum kann man die 
Sphäre in eine beliebige Anzahl congruenter Theile getheilt 
▼oranssetzen, — ähnlich, wie die (geradlinigen) Winkel um 
einen Punkt in einer Ebene xaakist Voraussetzung ' der ge- 
wöhnlichen Geometrie. In diesem Sinne kann die Fläche 
des Zweiecks als dessen Winkel (und umgekehrt) betrachtet 
werden. 

100. 

Zwei (beliebige) grösste Kreislinien theilen die Sphäre 
in vier Zweiecke; eine dritte grösste Kreislinie theilt jedes 
dieser Zweiecke in zwei (sphärische) Dreiecke. Durch drei 
grösste Kreislinien wird also die Sphäre in acht Dreiecke 
zerlegt, von denen jedes durch drei Durchschnittspunkte und 
die durch sie gelegten grössten Kreislinien bestimmt ist. 
Der zwischen je zweien dieser Punkte enthaltejie kleinere 
Theil jeder Kreislinie heisst eine Seite des Dreiecks. 

Ist AB(J eines dieser Dreiecke, so heisst das durch die 
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zugehorif^en Gegeiipunkte bestimmte Dreieck A M C das 
dem erstereu symmetrische. Wegen 

AB = AA' — BA' = BB' — BA' •= AB' 

und der GleicUieit der Winkel eines Zweiecks in den Gegen- 
punkten nnd der Scheitel-Zweiecke fo]gt, dass die beiden symme- 
triscken Dreiecke ABC und A'B'C* die entsprechenden Stücke 
in derselben Ordnung einander gleich haben. Berficksiditigt 
man, dasä bei zwei schneidenden Linien (auf derselben FlSche) 
die geschnittenen Theile der einen auf den entgegengesetzten 
Seiten der anderen liegen, so folgt die Verschiedenheit des 
Drehungssinnes bei symmetrischen Dreiecken. Verschiebt 
man daher das Dreieck Ä'B'C derart, dass die Seite Ä'B' 
mit der Seite AB des Dreiecks AB(^ zusammenfällt, so liegen 
die Punkte C und C auf den entgegengesetzten Seiten der 
Linie AB. 

Ist AB = BC d. h. das Dreieck ABC — also auch das 
Dreieck A' B' C — gleichschenklig, so sind beide einander 
congruent, also C = A-^ und; wegen C — C, A^C\ d. h. 
im gleichschenkligen Dreiecke sind die den gleichen Seiten 
gegenüberliegenden Winkel einander gleich. 

101. 

Jedes sphärische Dreieck hat einen Mittelpunkt. Denn 
die senkrechten iri össten Kreislinien in ^ 
den Mitten B und E der Seiten BC C 
und AO schneiden sich in einem Punkte y\ 
0, woraus ^0« CO« .BO folgt. Ver- jßX JVjj 

bindet man die Mitte F der Seite AB ^-^'»^ \ 

durch eine grosste Kreislinie, so steht — \g 

0¥ senkrecht auf AB, Man kann da- ^ 

her den Punkt 0 auch als den Durchschnittspunkt der drei 

Senkrechten in den Mititn der Dreiecksseiten erkUüren. 

.Folgerungen: a) Man kann jedes Dreieck in drei 
gleichschenklige Dreiecke mit gemeinsamer Spitze und gleichen 
Schenkeln AO ^ SO ^ CO zerlegen, b) Zwei symmetrische 
Dreiecke ABC und A' B' C sind flächengleich. Man be- 
stimme den Mittelpunkt 0 des Dreiecks ABC und mache auf 
A'B' das ^A'B'O' '^ /\ABO derart, dass der Punkt 0' 
mit dem Punkte C auf derselben oder entgegengesetzten 



Digitized by Google 



Seite von A'B' liegt^ wenn der Punkt 0 mit dem Punkte C 
auf derselben oder entgegengesetsten Seite toh AB liegt; 
dann folgt (ans AC^ÄC und A — A')^ dass die Dreiecke 
ACQ und A'C*(y symmetriscl^, sind, also (wegen J.0 CO) 
A'O'^Q'O' d. h., dass der Punkt 0' der Mittelpunkt des 
Dreiecks A'B'C ist. Die Dreiecke GAB, OBC, OCA sind 
resp. mit den Dreiecken O'A'B', O'B'C, 0*CA' con- 
gruent, also die aus ihnen zusammengesetzten Dreiecke ABC 
und A'B*C' fl&eliengleich. 

102. 

Bestimmung der Fläche eines sphärischen Dreiecks. Die 
grösate Kreislinie durch zwei Spitzen A und B theilt die 
Sphäre in zwei congruente Theile. Die grössten Kreislinien 
durch die Punkte A und T', B und C bestimmen mit der 
erstercn auf der Halb -Sphäre der Punkte Ä,B,C zwei Zwei- 
ecke mit den Winkeln A und Ji, welche die Fläche des 
Dreiecks gemeinsam haben. Die Summe dieser beiden Zwei- 
ecke vermindert um die Fläche dieses Dreiecks gibt die halbe 
Si)häre vermindert um die Fläche des Dreiecks A B C, 
welches letztere wieder gleich ist der Fläche des Zweiecks C 
vermindert um das dem Dreiecke ABC Hächengleiche Dreieck 
A' B'C\ Ist F die Fläche der (ganzen) Sphäre, f die Ij^läche 
des Dreiecks AB so ist also 

A + B+C^^F+2 f 

f^^(A + B + C-4,F). 

Theilt man die Sphäre in zwei Gegenpuukten in 360 
Zweiecke, von denen jedes ein Grad = 1*' genannt wird, so ist 

f=i(A^B-j-G- 180"), 

wo A, B, C in Graden auszudrücken sind. 
Da f positiv ist so ist 

^ + JB + (7>W. 

Mit dem Verschwinden von f wird die Winkelsumme des 
sphärischen Dreiecks = 180** = der des geradlinigen Dreiecks 
in der euclidischen Geometrie. 

Auch die Gleichungen der ,,s[iliärischen Trigonometrie" 
können ohne Schwierigkeit unabhängig von jeder fremdartigen 
Hülfe erhalten werden. 
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Planimetrie des endlichen Baumes. 

m 

Unter der Vonuusetenng, dsM die Gerade zwar unbe- 
grenzt aber endlich ist, d. i. unter der Vorausaeftziing des 
endlichen aber onbegrmizten Raumes -wird die Planimetrie 
mit der Sphärik idenÜBch. Erklärt man die Gerade als eine 
Linie, die im Allgemeinen durch zwei Punkte bestimmt also 
ans oongmenten Stficken znsammengesetast ist, so wird man 
durch forlgesetzte YerlängeruDg einer Strecke wieder zu den 
froheren Punkten snrQck kommen. In gleicher Weise muss 
dann auch der Ebene die Einschalt der Endlichkeit zuge- 
sprochen werden ; weil die geradlinige Verbindung zweier 
Punkte einer Ebene vollkommen in die Ebene fallt. 

Die Voraussetzuu^eu für die ebene Geometrie sind daher 
folgende : 

1) Alle Geraden sind einander l^ngrucnt also auch von 
gleicher Länge, etwa l = 2nh. 

2) Die Ebene ist aus congruenten iu sich verschiebbareu 
Tiieiieu zusammengesetzt. 

.3) Durch zwei Punkte einer Ebene i»t im Allgemeinen nur 
eine Gerade möglich. Diese Gerade liegt mit allen ihren 
Punkten in der Ebene. 

Aus diesen Voraussetzungen folgt unmittelbar wie in 
den vorigen Art, dass je zwei Gerade einer Ebene sich in 

zwei Punkten, deren Entfernung ^ ist, sdueiden; femer, 

dass die Ebene durch jede unbegrenzte Gerade iu zwei fcon- 
gruentej Halbebenen getheilt wird, u. w. Man er.rieht, 
dass man alle Sätze der Sphärik unmittelbar auf die l^lani- 
metrie übertragen kann, indem man grösste Kreislinie, Sphäre, 
u. 3. w, resp. durch Gerade, Ebene, u. s. w. ersetzt. Gleiches 
gilt daher auch von den Winkeln. Dreiecken ''bei welchen 
dann ebenfalls zwischen Congruenz und Symmetrie unter* 
schieden werden muss), deren Flächen und Relationen zwischen 
ihren Seiten und Winkeln. Speciell erhält man, wenn die 
i^lache der Halbebene = 18^/> gesetzt wird, für die flache / 
eines Dreiecks mit den Winkeln A^B^C den Ausdruck 
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Die Wmkebnmme des geradlinigen Dreieeks ist daher grösser 
als 180*. In gleieher Weise gehen die Relationen der sphSri- 
schen Trigonometrie in die der Planimetrie über, indem man 
statt des Umfanges des grOssten Kreises die Lange der ganzen 
Geraden setzi Berfleksiehtigt man fismer, dass die Formeln 
der Spharik fQr sehr kleine Verhaltnisse der Seiten einer 
Figur zum Radius in die der eucLidischen Planimetrie Über» 
geheii^ so folgt analog wie im Art. 03 : 

1) Für unendlich kleine Figuren gilt die gewöhnliche 
(euclidische) Geometrie. 

2) Man kann die gewöhnliche (euclidische) Geometrie 
als speciellen Fall der endlichen Geometrie auffassen, indem 
man die Länge der unbegrenzten Geraden so gross annimmt, 
dass man für unsere Messungen mit den ^iäheruDgsformelUi 
die sich aus der Sphärik ergeben, ausreicht. 

Al^lute Oeometrie. 
• 104. 

Fasst man die in den vorhergehenden Artikeln gewönne^ 
neu Resultate zusammen, so ergibt sich, dass die gewöhn- 
lichen Yoraussetzmigen (Axiome) der Cougruenz sowie der 
durch Definitionen eingeführten einfachsten Gebilde der Ge- 
raden, Ebene, u. s. w. für den Aufbau der Geometrie nicht aus- 
reichend sind. Für die Gerade ist erforderlich, dass man ausser 
der gewöhnlichen Erklärung: „sie ist eine durch zwei Punkte 
bestimmte Innie'' noch angibt^ ob sie endlich oder unendlich ist 

Die Voraussetzung der «Unendlichkeit der Geraden — 
also auch die der Ebene — liefert die im Art. 63 als abso- 
lute Geometrie im Sinne Bolyus bezeichnete allgemeine Geo- 
metrie, in der die Gerade zwei unendlich ferne Punkte besitzt. 

•Die euclidische Geometrie erscheint als spedeller Fall 
dieser Geometrie dadurch, dass man mit .ToUer Beibehaltung 
des Axioms der Geraden die beiden unendlich fernen Punkte 
einer Geraden als einen einzigen Punkt betrachtet. 

Die Voraussetzung der Endlichkeit der Geraden liefert 
eine Geometrie, in welcher das Axiom der Geraden nicht 
• . mehr in voller Allgemeinheit erhalten werden kann. Auch 
von dieser Geometrie kann man die euclidische als speciellen 
Fall betrachten, indem mau in letzterer der Geraden zwei 
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unendlich fenie Punkte beilegt uiid das Axiom der Geraden 
mu für die im endlichen liegenden Punkte beibehält, wäh> 
rend mau es für die unendlich fernen Punkte aufgibt. Unter 
dieser Voraussetzung lautet die Definition der Geraden so: 
Die Gerade ist eine Linie, die doreh zwei im Endlichen 
liegende Punkte bestumnl ist; liegen aber zwei Punkte im 
UneudUehen, so sind durch sie beliebig viele (Gerade mSgUch. 

Die Geometrien des unendlichen und endlichen Raumes 
sammt ihrem spedellen Fall der eudidischen Geometrie sind 
analytisch durch dieselben Fonneln gegeben, da nSmlich die 
Formehl der nichteudidischen Geometrie und der Sphftrik 
(als Repräsentant der Geometrie des endlichen Raumes) durch . 
Umwandlung einer Oonstanten in jbt in einander -über- 
gehen. Die eudidische Greome^e kann nun als Uebergaugs- 
fall der beiden Geometrien betrachtet weidoi, indem der 
Uebergang der Oonstanten 1 : ib in 1 : Ä;t (oder 1 : %t in 1 : X;) 
durch die Nolle geschieht. Betrachtet man die Formeln der 
uichteuclidischen Geometrie als die Ausgaugsformeln , so er- 
scheint, falls der Uebergang iji Null aus dem Reellen d. i. 
aus 1 : /t" geschieht, die euclidische Geometrie als specieller 
Fall der nichteudidischen; geschieht hingegen^ dieser Ueber- 
gang aus dem Imaginären (d. i. aus 1 : h i), so erscheint die 
euclidische Geometrie als specieller Fall der Sphärik. Je nach 
der einen oder anderen Fassung wird mau der Geraden resp 
einen oder zwei unendlich entfernte Punkte beilegen und das 
Axiom der Geraden resp. Tollständig oder auf endliche Punkte 
beschränkt beibehalten. 

Anmerkung. Wegen der Analogie der Beziehungen der drei 

Formen der Geometrie mit denen der Hyperbel, Ellipse und Parabel 
hat Felix Klein* die nichteuclidische , sphilvische und euclidische 
Geometrie resp. die hyperboliachey elliptische und parabolische Geo- 
metrie genannt. 

105. 

Ungeachtet der scheinbaren Selbstständigkeit der Geometrie 
des endlichen Raumes kann doch die Geometrie Bolyai's und 
Lobatschewski s als der allgemeine Fall bezeichuet werdeu. 

* „üeber die sogenannte niobtenclidiache GeometKie.** Mathema- 
tisclv Amuden Bd. 4. ' 
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Da nämlich jede Wissenschaft ihren Gegeustand aus ge- 
wissen hypothetischen Voraussetzungen uud Gebilden aufbauty 
so muss von den verschiedenen möglichen Formen einer 
Wissenschaft, die den verschiedenen Yoranssetzungen ent- 
sprechen^ di^'enige die aUgemeinste genannt werden, welche 
unter ihren Ol:rjecten die der übrigen Formen enthalt. 
^ Die auf Grundlage des unendlichen Baumes erhaltene 
Geometrie besitzt unter ihren Gebilden die Sph&re (und die 
von ihr eingeschlossene Kugel als Theil des Baumes) mit 
genau denselben Eigenschaften als die selbststandige Form 
des endliehen Baumes. Man kann daher die Geometrie des 
endlichen Baumes ab einen Theil der Untersuchungen der 
Geometrie des unendlichen Baumes auffassen, d. h. letztere 
als die allgemeine Form betrachten. 

Im ' Yorigen wurden in der Geometrie des endlidien 
Baumes nur die Gerade in der Ebene" betrachtet, wobei 
letztere Fläche durch die im Art. 103 erwähnten Eigenschaf- 
ten delinirt ist. Aus diesen Eigeuschaften folgt noch nicht, 
da,ss die Ebene auch durch drei Punkte, die nicht in einer 
Geraden liegen, bestimmt ist. Diese Eigenschaft setzt näm- 
lich die Unil^^ln-burkeit der Ebene voraus, welche für den 
endlichen Kaum nicht stattfindet, da eine endliche unbegrenzte 
gleichartige Fläche nicht umkehrbar ist, denn sonst müssteu 
in einer jeden Hauptlinie die beiden inneren Seiten der 
Hälften zusammenfallen. Eine unbegrenzte und zugleich 
umkehrbare Fläche nlu^;s daher unendlich ferne Elemente 
enthalten, d. i. unendlich sein.* 

Für die Möglichkeit von Untersuchungen ,,au8 der Stereo- 
metrie'* ist jdie vorher erwähnte Eigenschaft der Ebene uner- 
lässlich; woraus wieder die Zwecklosigkeit einer selbststäudi- 
gen Geometrie des endlichen Baumes hervorgeht 

Anmerkung. Ob der wirkliche d. i. Grfahnmganuim unendlich 
ist, iBt hierdurch kemetwegs nachgewiesen; aus dem Toihergehenden 
ist es jedoch vollkommen klar, das« der ideale Baum als unendlich 
vorausgesetzt werden kann. 



* Die GrenzHäclie ist ein Beispiel einer unendlichen, gleichartigen 
aber nicht umkehrbaren Fläche; es gilt aläo uicht der Satz ,Jede un> 
endlich gleichartige Fliehe ist umkehrbar** allgemein, sondern nur in. 
der endidisehen Geometrie. * 
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Absoliite Frojeotivität. 

lOG. • 

Sind A und B zwei Punkte einer Geraden, so soll durch 
die Zusammenstellung AB die zwischen den Punkten A und 
£ enthaltene Strecke bezeichnet werden. Dieselbe wird posi- 
tiv oder negativ genommen, je nachdem der Punkt B in der 
positiven oder negativen Richtung auf den Punkt A folgt. 

Ist C ein Punkt der Oerade AB, so ist das Yerhftltniss 

. AC . CB 

positiv, wenn der Punkt C auf der Strecke AB\ negativ, 
wenn der Punkt C ausserhalb der Strecke liegt; dasselbe ist 
absolut grosser als Eins, wenn der Punkt C naher dem Punkte 
B als dem Punkte A 11^. Fflr zwei fixe Pmikte A und B 
ist also die Lage des Punktes C fOr einen gegebenen Werth 
des Verhftltnisses eindeutig bestimmt. 

Jst D ein zweiter Punkt der Geraden AB, so heisst das 
zusammengesetzte Verhaltniss 
, AC 'ad . 

""IT «»"T 

das Doppel-YerhSltniss der vier Punkte A^ B^ C, D, 
Ist 8 der Ifittelpunkt eines ebenen StrahlenbOndelSi sind 

a, hy Cy d, . . die zugehörigen Strahlen, (a, h) der Winkel der 

Strahlen a und b , so folgt aus Art. 62 für jede das Strah- 
lenbüschel in den Punkten A, B, C, I), . . schneidende Gerade 

sin (A, B, C, D) « sin (a, b,Cyd), 

wobei 

/ X - j\ sin (a, c) sin (a, d) 

das Doppelverl^ltmss der vier Strahlen a,h,c,d bedeutet. 

Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse der Strahlen 
eines ebenen Strahlenbüschels mit den Punkten einer dasselbe 
schneidenden Transversale folgt die Projectivität für die nicht- 
euclidische Geometrie. 

107. 

Analoge Beziehungen finden auf der Kugelfläche statt. 
Unter AB kann einer der beiden Kreisbogen, in welche eine 
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grösste Kreislinie durch zwei Punkte A und B getheilt wird, 
mit Bücksicht auf das Vorzeichen verstanden werden. Ist h 
der Radius der Kugel, so ist das Doppelterhältnias der Tier 
Punkte A,B,CfD einer grteten Kreislinie ansgedrOckt durcli 

. AC AD 

sin j^- sin - 

sin {Ä, Ii, C, D) ^ -^^ß : - 

Wird ein sphärisches Strahlenbfischel a,h,e,d,., durch 
eine giQsste Kreislinie in den Punkten Ä, B, CfD^,. ge. 
schnitten, so ist 

sin (a, v, il) = sin (.1, JJ,. C, D). 
Aus dieser Gleichung folgt wieder die Projectivität auf der 
Kugelfläche d. i. die Projectivität der Planimetrie des end- 
lichen^ Raumes. 

Die Projectivität ist daher von dem Parallelenaziom un- 
ahhäniriff.* 

Anmerkiing. Werden die Strahlen» eines ebenen Strahlen- 
biis^els nnd die DtfrchMdmittspunkte einer l^ninsvenalen einander 

entsprechend gesetzt, so findet in I«i drn Geometrien folgendes statt: 
In der ukditettcUdiBchen Geometrie entsprechen den (reellen) Strahlen, 
welche zur Tranaversale Nichtschneideude sifid , ideale Punkte. In 
der euclidischeu Geometrie entsjjricht jedem Strahl ein reeller Punkt, 
dabei wird der unendliche Punkt dem parallelen Strahl entsprechend 
gesetzt. In der Sphärik entspricht jedem Elemente des einen Ge- 
bildes ein reelles Element des anderen Gebildes. 



Versümllohiuig der Oeometrie. 

108. 

Da die Bestimmung der Constanten h aus den Beobach- 
tungen zu geschehen hat, letztere aber nachvreisen, dass wir 
für alle unsere Messungen diese Gonstante gleich unendlich 
setzen können, so IcSunen die Resultate der ebenen nicht- 
euclidischen Geometrie nnd der sphSrischen Planimetrie nieht 
in unserem Erfahnmgsraume durch ebene Figuren in ihren 
wahren YerhSltnissen yerainnlicht werden. Diese Verainn- 



' * Zuerst ausgesproclun von F. Klein in den math. Annalen 
Bd. ly, S. 628. Ucber abHolute ProjectivilAt vgL die in Art. 84 citirte 
Abhandlong von Escherich. 
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lichung kann dagegen auf Jorummen Flächen, in welchen die 
kürzesten Linien den in einer Ebene liegenden Geraden eut- 
sprechtti; geschehen. Für die ebene Geometrie des endlichen 
Raumes dient die Kugelfläche und die auf ihr gezogene 
kürzesten Linien d. h. die grössten Kreise als Yersinulichung. 
AUe Resultate der einen Untenaehang können nnmittelbiir 
in entsprechende Untersuchungen des anderen Gebietes um- 
gesetzt weid^. In gleicher Weise können auch die Resul- 
tate der nichteuelidischen Geometrie auf gewissen krummen 
flachen interpretirt werden, wie dies durch E. Beltrami's* 
Untersuchung der constant n^gati? gekrfimmten Flächen ge- 
schehen ist. 

' • 109. 

Den Ausgang dieser Arbeiten bildet die Gauss'sche 
Untersuchung über die Krümmung der Flächen und die An- 
wendung dieser Theorien auf die biegsamen Flächen.''^ 

Unter Biegung einer FKIchc versteht man eine solche 
Aendenmg der Fläche, bei welcher die Längen aller auf ihr 
liegenden Linien ungeändert bleiben. Ist daher auf einer 
biegsamen Fläche eine von kürzesten Linien gebildete Figur 
gegeben, so ändern sich bei der Bi^^ng die Langen der 
Seiten und die Winkel nicht. Letztere bleiben desshalb un- 
▼eranderl^ weil der Winkel zweier krummen Lmien durch die 
im Scheitel zusammenstoasenden Linienelemente bestimmt ist 
nnd diese sowie diö Yerbindung ihrer Endpunkte ihre Grösse 
nicht Sndem. Man kann daher die Flächen auch rficksicht- 
lich derjenigen Eigenschaften untersuchen, welche Ton der 
Biegung unabhängig sind. 

Zu diesen gehören die auf die Krümmung der Flächen 
bezüglichen, da der Ausdruck fttr das Krümmungsmass nur 
▼om Ausdrucke fOr das Linienelement der Fläche abhängt 
Aber auch umgekehrt: Zwei Flächen, deren Funkte in einer 

* »»Saggio di interpretazione della Gfeometria non-euclidea.*' Gkir- 
nale di matematiche. Vol. VI, 1868. In's Französische übersetzt von 
J. Hoüel in den „Annalea dq, 1' Ecole Normale sup^rieure" S. VI, 1869. 

Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvaa — Eine 
franzöBiBch^ Uebenetzuug mit Zusätzen gibt Bog er 1870. Die hier 
nGthigen Sfttse findet man TOlktSndig in JoaiBhimsthara ,,Anw6n- 
dung der Diffeiential- und Integndreehnnng etc.** Leipng, 1879. 
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solchen Beziehung steheu, dass jedem Punkt der einen Fläche 
ein Punkt der zweiten Fläche derart entspricht^ dass je zwei 
entsprechende Punkte dasselbe KrümmimgaiiiasB beeitzeiit 
stehen im Verhältniss der Biegung zu einander. 

Am deutlichsten erhellet dies aus dem Ausdrucke des 
Linienelements einer Fläche 

ds^ — du* + m»rfv«; 

hier wird ein beliebiger Punkt 0 der Fläche als Coordinaten- 
Anfaug genommen, durcli 0 werden auf der Flüche kürzeste 
Linien u gezogen und jeder Punkt M der Fläche ist be- 
stimmt durch die Länge OM der kürzesten Linie u und 
durch den Winkel i^, welchen diese Linie mit einer als erste 
kürzeste Linie gewählten Linie OL 'im Punkte 0 bildet Die 
Grösse ??? erscheint als eine Function der Variablen u und w. 
Jede beliebige auf der Fläche liegende Linie wird durch eine 
. Gleichung zwischen den Grossen u und v ausgedrückt. 

Das Mass der Krümmung im Puukte (u, v) ist besÜnmit 
durch 

_i Ü!? 
* m ' 

dabei ist für m » 0 unabhängig von v 

Wird die Flache gebogen, so bleiben f%lr den Punkt M die 
Grössen u und v ungeSndert, dasselbe gilt von jedem dem 
Punkte Jf' unendlich nahen Punkte M\ Ist d$i das Ele- 
ment der neuen Lage von MM', so ist 

dsi^ = du- -\- dv^ = ds^ 

also m, = m, d. h. Xj = x. 

Umgekehrt entsprechen bei zwei Flächen für dieselben 
Wertiie Ton u und v ein und derselbe Werth des Krttmmungs- 
masses %, so folgt aus der Gleichung 

_ 1 a«w 

durch Integration mit BerÜeksichtigiing der Werthe yoi) m 
und dm : du für 0 , nur ein einziger bestimmter Werth 

von m d. i. man erhält für beide Flächen denselben Aus- 
druck des Linienelemeutes. 
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Letzteren Satz erhält man auch auf die folgende Art^: 
Statt der Grössen u und v führe man die Variabein x und y 
ein, wobei 

X = n cos V , y — u sin v 
ist. Dadurch geht der Ausdruck itir das Linienelement Uber in 

- dx^ + dif + g - l) ixdy ^ ydxy . 

Für sehr kleine Werthe von u folgt 

m s fi 4* + + • • > 

woraus 

« + OH« + . . 

folgt. Soll hn Punkte 0 d. i« für « ^ 0 das KrOmmungs- 
mass endlich sein, so muss a » 0 sein. Es ist daher 

Damit wird der Ausdruck für das Liijieuelement 

«Jä« » dx^ J^dy'' + {-i%^ + ^cU'\-..)^l\ 

wo 

/j = icf/y — ydx 

die doppelte Fläche des Dreiecks (0, 0), {dx, dy), (Xfy) be- 
deutet. 

Für sehr kleine Werthe von u erhält man folgende An- 
näherungen 

dSt^ = dx^ + dy^ 
ds^ — rf«,' — 4 *o ^• 
Der erste Ausdruck bezieht sich auf das Linienelement 
der Ebene, fttr diese ist an allen Stellen jc » 0. 

Im zweiten Ausdruck ist für sehr kleine Werthe von x 
und' y die Grösse ^ von der zweiten Ordnung, also der 
Unterschied ds^ — d$^ d. i. die Abweichung von der Eben- 
heit eine kleine GrSsse der vierten Ordnung. Das Uass der 
Krümmung kann daher auch durch 

ausgedrückt werden. Besitzen daher zwei (nicht ebene) 
Flächen in zwei entsprechenden Punkten dasselbe Krümmungs- 

* Nach Biemann entwickelt. Siehe die im Art. 117 dtirte Ab- 

Friscliftaft BliUiMit« der »titolat«» Oeoimtii«. 8 
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mass A'o, so können die an diesen Stellen befindlichen Ele- 
mente zur Deckiinjr gebracht werden. Unendlich kleine Ele- 
mente köuneu immer iJä eben angesehen werden. 

110. 

Von besonderem Tntcrt sso ist der Fall, wenn das Krüni- 
ninnffsmas.s für alle Punkte einer Fläche constant ist. Zwei 
Fiäilieii coiistunter Krümmung, welche dasselbe Krünimungs- 
mass besitzen, können durch Biegung zur Deckung gebracht 
werden. Ist das Krümmungsmass gleich Null, so können die 
Flächen durch Biegung in ebene Flächen verwandelt werden. 
Ein Flächeustück von constanter positiver Krümmung = l ik^ 
lässt sich mit einer Engelfläche, deren Radios k ist, zar 
Deckung bringen, und in dieser Lage ohne weitere Bi^roxig 
beliebig venchieben. Zwei Flächenstücke constanter nega* 
tiver Krümmung l lassen sich zwar dmeh Biegung 
zar Deckung bringen; allein ohne weitere Biegung kann das 
erstere nicht auf dem zweiten bewegt werden. Denn in jedem 
Punkte besitzen die Radien der beiden Krflmmungslinien ent- 
gegengesetzte Richtung. 

• 

III. 

Die Geometrie der von kürzesten Linien gebildeten Figu- 
ren auf einer Fläche constanter Krümmung erhält man am 
einfachsten aus den Gauss'schen Gleichungen, welche aus den 
in Art. 109 angeführten Ausdrucke für das Linienelement 
erhalten werden. Es ist 

* » an» ' 0f» ^ d« " » 

wo 

tndv . ^ ^ du f. mdv « 
tand, ^,-eosd, -^y^um» 

ist, und ^ den Winkel der Kflrzesten 8 mit der Kfirzeaten u 
bedeutet. 

Ist X = 1 : A;'^ positiv, so erhält mau durch Integration 

ffi A sm -j^ • 

Betrachtet man^ da m nur von u abhängt, in der Gleichung 
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der Eflrzesten die Grosse v also ancb die Grösse d als 
eine Fnnetion von u, so geht die Gleichung der Eflrzesten 
über in 

dm . d9- dv 

d. i. in 

— ^ cot ^ du ^ cot &d& , 

deren Integral 

siu ^ siu & = Cpnst. 
ist. Daraus folgt für das Dreieck auf der Eugelfläche 
sin y : sin ^ : sin sin J. : sin B : sin C 

In gleicher Weise erhält man für die Flächen coustauter 
negativer Krümmung gleich — l ik"^ die Gleichung 

mi ^ : Bin j : siu ^ = sili ^ : sin ^ : sin C , 

* 

ans welcher die übrigen Formeln folgen. Die Formeln der 
Geometrie der l<'iguren ron kürzesten Linien auf einer Fläche 
constanter negativer Krümmung — 1 sind daher mit 
denen der nichteuclidischeu Geometrie identisch."^ 

112. 

Die im vorigen Art. angeführte Uebereinstinmiung der 
nichteuclidisehen Planimetrie und der Theorie der FlSchen 
constanter negativer Krümmung wurde von E. Beltrami** 
in folgender -Weise eiklart. Die Planimetrie hat die beideir 
Axiome der Congruenz und der Geraden zu ihren Grund- 
lagen. Letzteres Axiom wird aber nicht vollständig sondern 
nur in folgender beschrttnkter Weise verwendet: Wenn zwei 



* Diese Gleichungen wurden zuerst von M. Min ding (Grelle 
Journal, Bd. XX, S. 325) ohne Beweis angegeben. Entwicklungen 
geben M. Codazzi (Annales de Tortolini, 1857, S. 354) und 6. Esche- 
rich (Sitzb. der k. Akad. der Wissensch. Bd. LXIX). 

** tfSaggio di interpretazione etc." 

8» 
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Ebenen, welche jede eine Gerade enthalten, zusammenfallen, 
80 decken sich die beiden Geraden in allen Punkten, wenn 
sie zwei Punkte gemeinsam haben. Durch diese Aussage ist 
nur die Gerade in der Ebene und nicht die Gerade im 

Kaurae zugleich bestimmt. Aehnliche Beziehungen wie bei 
den Geraden in der Ebene finden auch bei den Flächen mit 
constanter Krüiiimuiig statt; auch hier können die Theile 
zur Deckung gebracht werden und es ist im AUgemeiiieu 
durch zwei Punkte (besondere Lagen abgerechnet) nur eine 
ktlrzeste Linie möglich. 

Bei einer Flüche mit constanter positiver Krümmung- 
ist für zwei diametrale Punkte die Kürzeste nicht be- 
stimmt, während für jede andere Lage nur eine Kürzeste- 
möglich ist. Für Flächen mit constanter negativer Krüm- 
muuf? lässt sich beweisen, dass solche Ausnahmspunkte nicht 
existiren, so dass die beiden Voraussetzungen der (nicht- 
euclidischen) Planimetrie vollständig für diese Flächen giltig 
sind* Daraus folgt, dass alle Sätze der nichteüdidischen 
Planimetrie sich unmittelbar auf die Flächen constanter 
negativer Krfimmung übertragen lassen^ und dass Resultate 
der ersteren, welche in der Planimetrie mit unseren An- 
schauungen unvereinbar scheinen, auf den letzteren Flächen 
ihre (reelle) Literpretation finden. Li gleicher Weise ent- 
spricht der Uebergang von der nichteuclidiscben Planimetrie 
zur euclidisehen dem Uebergange VOn d&i Flächen mit ne- 
gatirer Krflmmang asur Fläche mit der (conatanten) Krüm- 
mung Null. 

113. 

Der Beweis dieser Sätse folgt aus dem Ausdrucke ftlr 
das Linienelement einer Fläche constanter Krümmung. Für 
die passende Wahl des Coordinatensystems dient folgende 
Betrachtung. Eine Kugelfläche mit dem Radius k besitzt au 
allen Punkten die constante positive Krümmung 1 : Pro- 
jicirt man ihre Punkte vom Mittelpunkte (als Projectiona- 
centrum) auf eine Ebene, so sind die Projectionen der grossten 
Kreislinien d. i. der Kürzesten Gerade. 

Es sei OA = a die Entfernung des Mittelpunktes von 
der Projectionsebene, N die Projection von M, MB Jl OA, 
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Aus A OAN A OBM folgt 

ON:OM = OA : OB. 

Ist A der Aufang eines recht- 
\vlnkligeu Coordinatensystems io der 
l'rojectionsebene, sind femer. v 
die Coordinaten tou N\ x, y, g die 
Coordinaten 7on M f3r den Punkt 
A als Anfang nnd der Geraden AO 
als jir-Aze, so ist 



»«.61. 




X 



ON 

ON 



j/a» + + 

V resp, ti -f- '^»*) V -f- so erhält 



Hetzt inaii statt n 
mau X + t^a:, y -\- äy, s -\- dz. Das Liuieuelemeut 

gebt dadurch über in 

= « (är+i*t+-i^«ji 

oder in 

. ^yj» _ jfc« - dw -f d«« 4- d«' 

Da (nach Gauss) für das Liuienelement 

das Mass der Krümmung durch die Grössen JE, Cr bereits 
bestimmt ist, so wird der Ausdruck 

^^^2 _ («* — t>*) d»» + ^uvdudv + (g« — dt>» 

(a* — «» — ' 

welcher aus dem Torigen dadurch erhalten wird^ indem man 
hi und ai statt k und a setzt, einer Fläche von constanter 
negativer Krttmmnng «= — 1 : Ä;^ angehören. Alle Unter- 
sochungen, die sich auf solche Eigenschaften beziehen, welche 
von der Biegung einer FlSche unabhängig sind, können da- 
her ans dem* hier gegebenen Ausdruck für das Linienelement 
erhalten werden, und werden allgemein für alle Flächen von 
constanter negativer Krümmung gelten. 



» 
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114. 

Der Ausdruck für das LraieDelement 

+ «* -I- « a« 

ist reell für alle Werthe von u und i;, welche der Bedingung 

+ < 

genügen. Denkt man sich iu einer liülfsebene zu jedem 
Punkt Uf V der Fläche einen Punkt x, y construirt, wobei 

gesetzt wird, so wird für alle Punkte der vom Anfange mit 
dem Radius a construirten KreisflSche die Grösse ds reell. 
4 *' Jede Efirseste auf der Fläche ist durch eine lineare Gleichung 
zwischen ti und also in der HülfiBehene durch eine lineare 
Gleichung swischen x und y bestimmt 
Setst man 

« m r sin a, t; r cos «r, 
so wird (1) 

FUr eine Kürzeste^ welche durch den Punkt u » 0, v « 0 
geht, ist ff constant; ihre Lauge q bis zum Punkte (u, v) 
erhält man aus 

durch Integration 

Dieset* Ausdruck wächst von ^«0 bis r^a fort- 
während; fär r—* a wird ^ » oo; fDr r>a wird ^ imaginär. 
Das ausserhalb der Kreisfläche in der Hfilfsebene en^re- 
chende Gebiet der Fläche ist daher ideal. 

Betrachtet man in den Gleichungen (1) die Grösse r als 
constant und den Winkel a als variabel, so erhält man für 
den Bogen «s auf der Fläche 

kra 

d. h. der Bogen 0 ist proportional dem Winkel er. Die vom 
Punkte t» 0, t; » 0 aus gezogenen Linien q bilden unter 
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einander denselben Winkel wie die zugehörigen Linien r in 
der Hülfsebene. 

Aus den vorigen Gleichungen folgt 

damit wird 

= Ica sin ^ . 

Für a =^2n wird der Umfang des Kreises vom Radius q 

115. 

Aus dem Vorhergehenden folgt unmittelbar die Ueber- 
einstimmung der nichteuclidischen Planimetrie mit der Theorie 
der Flächen eoostanter negatirer Erfimmung. Jeder beliebige 
Punkt derselben kann als Anfangspunkt d. i. als der Punkt 
t« SB 0, v .« 0 genommen werden. ' Für eine nicht durch ihn 
gehende Kürzeste existiren zwei durch den Punkt (0,0) gehende 
Kürzeste als die gemeinsame Grenze der schneidenden und 
nicht schneidendeu Kürzesten, welche den Parallelen der nicht- 
euclidischen Planimetrie entsprechen. In dfer Hülfsebene sind 
der gegebene Punkt durch den Mittelpunkt des Kreises, die 
Gerade durch eine Sehne und die beiden Parallelen durch die 
an die Endpunkte gezogenen Radien versinnlicht. Da der 
Winkel der beiden Radien kleiner als zwei Rechte ist, so ist 
auf der krummen Fläche der Parallelwinkel spitz. Ist ^j» die 
kürzeste Entfernung des Punktes von der gegebenen Kür- 
zesten 12 (p) der Grenzwinkel , so ist 

C08J7(p) — ^, 

wo r der Abstand des Mittelpunktes von der Öehne ist. »Setzt 
man für r den Werth^ so erhält man 

co8i7(i>)->tan-|- . 

116. 

Für das Linienelement einer Fläche mit constanter Krilm- 
mung lassen sich noch andere Ausdrücke aufdtelleu. 
I. Für die Flächen mit positiver Krümmung. 
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2) Sind 1} die Goordinaten der stereographischen Pru- 
jecÜon des Pouktes venu die Projectionsebene parallel 
zur früheren xy Ebene die Engel bertthrt, so ist 

I = (/ cos «, 1^ = sin «, — 2k tan—^, 

3) Beizt man 

g ^ Q COS CK, / ^ sin 

80 wird 

oder entwickelt 

d^-dä' + dC - (l - ^+ ••)("*< - W')' • 
II. Für die Flächen mit negativer Krüminung erhält man 

1) d8^ = dQ' + {ks\niydä', 

2) I « 2fc tan ^ cos «, Itn^ siu 

3) rffi» — dg^ + df H- ^,(^(1 r.iii |)*— 

- dg^ + rf^-^ + 3;^.(i + + . yzdt^tdzy. 

Biemann'B und Haixiiholti's Baumfheorien. 

117. 

Die Resultate der Beltrami'schen Untersuchungeu der 

Flächen constanter Krümmuog lassen sich auch aus dem Aus- 
drucke für das Linienelement in rein analytischer Form durch 
die Transformation der Differeutial-Ausdrücke ableiten. Diese 
ursprünglich von jeder geometrischen Voraussetzung freien, 
durch Gleichungen ausgedrückten Eigenschaften geben geo- 
metrisch interpretirt die in dem vorigen Artikel angeführten 
Sätze. Diese Methode gestattet auch eine Verallgemeinerung 
für eine beliebige Anzahl von Variabein und kann daher zur 
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Einführung des allgemeinen Baumbegriffes von einer beliebige 
Dimensionszahl dienen. 

Die Veranlaggong zu diesen Untersuchungen gab die das- 
sische Arbeit von B. Ei e mann* „Ueber die Hypothesen, 
welche der Geometrie zu Gründe li^en'^ Der Raum wird 
unter dem Begriff der mehrfach ausgedehnten Grössen ge- 
fasst. Im Falle der Stetigkeit der unter einem solchen Be- 
griff gedachten Grössen werden die in der Geometrie gebräuch- 
lichen Benennungen verwendet. Das Einzelne der Punkt 
wird durch eine gewisse Anzahl Ton unter dnander unab- 
hängigen Messungen bestimmt. Die Ansah] dieser Messungen 
heisst die Dimensionszahl der Glesse oder des Raumes, 
die bei der Bestimmung des Punktes M erhaltenen Mass- 
zidilen jCi, . .ds^ heissen die Goordinaten von Jlf. Ana- 
lytisch ist der Punkt durch n Gleichungen, weldfe im Spe- 
dellen die Form 

X\ = ff| , X2 = CI21 • • ^ 

haben , bestimmt. 8iiid zwischen den Coordinaten n — \ 
Gleichungen gegeljon, so ist nur eine Variable willkürlich, 
das aus der mehriach ausgedehnten Grösse dadurch ausge- 
schiedene Gebilde wird eine Linie genannt. Istgjfa:,, ^Kj, . . 
a:„) irgend eine Ortsfunction von M , so entspricht einer ste- 
tigen Bewegung des Punktes M eine stetige Aenderuug von 
mindestens einer Coordinate und die Aenderung der Function 
* * ^») ^^^^ durch das Dilferential 

ausgedrückt, falls die Coordinaten x^^ o^, • • tx^n in jC| -(~ 
-}- dx2^ . . Xn -\- dXn übergehen. 

Für die Länge des Linienelementes wird ein positiver 
Ausdruck Yon der Form 

WO Ä^^j A^2> Functionen von x^ f «Cj f » t x% sind, ange- 
nommen. 

* ^bilitationaMdiiift, vorgeleseii am 10. Juni 1854, enchienen 
1867 im 13. Bd. der Abhandlnagen der k. Gesellaobaft der Wiaa. zu 
GöttioigeiL • 
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Diese Voraussetzung ist die eiofachstOy welche dea Be- 
dingungen entspricht, dass ds sich proportional ändert, wenn 
dXf, dXf, . . dxn sich in demselben Verhältuisse ändern und 
dass ds ungeändert ]}leibt, wenn sämmtUche Grössen dxx, 
dx^f . . dXn das Zeichen äudem. 

Durch das Linieuelement ist der Raum vollkommen be- 
stimmt, die Untersncbung der Eigenschaften des Raumes wer- 
den vermittebt der Theorie der homogenen Differential-Aus- 
drflcke (erster Ordnung) zweiten Grades erhalten. Diese (durch 
Gleichungen ausgedrückten und umprOnglich von jeder geo- 
metrischen Voraussetzung unabhängigen) Eigenschaften wer- 
den dann geometrisch interpretirt, zu wehiher Interpretation 
die eueUdische Geometrie deshalb yerwendet wird, weil in 
Folge des thatsSchlichen Stattfindens dieser Form der Geo- 
metrie im* Bereiche unserer (beschrSnkten) Erfahrung diese 
Gleichungen eine anschauliche Deutung finden. 

118. 

Zur Anstellung ähnlicher — ebenfalls auf die Grundlagen 
der Geometrie bezflglicher — Untersuchungen wurde auch 
H. Helmholtz* geführt; letztere dienen den Riemann'schen 
insofern zur Ergänzung, als sie ausgehend von Voraussetzungen, 
welche allen geometrischen Arbeiten zu Gbrunde liegen, zum 
Biemannschen Ausgang d. i. zur Voraussetzung des Aus- 
druckes für das Linienelement ftihren.** 

Dieser Baum -Untersuchung liegt ebenfizlls die Voraus- 
setzung der MöglichlEeit der Anwendung der Rechnung sowol 
der Analysis des Endlichen als auch des^ Unendliehkleinen, 
welche' durch die Homogenität der Differentialgleichungen 
ihren Ausdruck findet, zu Grunde. In geometrischem Sinne 
werden folgende Annahmen gemacht: 

* „üeber die ThatBachen, welehe der Geometrie m Grunde lie- 
gen". Nachrichten der kOnigl. Gesellschaft der Wies, zu Göttingen. 
1868. Anregung hierzu bot das System der Farben und die A,Q8- 
messnng des Gesicbtefcldes- durch das AugeninaBs. 

Analogien dieser Uehandlungsweisen bietet die theoretiöche Me- 
chanik. Man kann alle Sätze dieser Wissenschaft entweder (analo«^ 
mit Biemann) aus einem allgemeinen Princip ableiten, oder (aualog 
mit Helmholtz) die einfochsten Voraussetzungen su einem Princip an- 
'tammenfiuaen. 



4 
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1) Der Punkt ist das Kaum-Elemeiit und seine Lage ist 
duiüh drei von einander unabhängige Alessungeu ,,Ooordi- 
naten^^ bestimmt. Jeder Bewegung eines Punktes entspricht 
eine stetige Aenderung mindestens einer seiner Ooordinaten. 

2) Bei einem in sich festen aber im Baume beweglichen 
Korper haben je zwei Punkte einen bei jeder Bewegung des 
Körjiers uii veränderlichen Abstand, welche Eigenschaft ana- 
lytisch durch eine von dieser Bewegung unabhängige Glei- 
chung zwischen den sechs Coordinaten der beiden Punkte 
ausgedrückt wird. 

3) Zur Bestimmung der Lage eines solchen Körpers 
sind sechs Stellungsconstante erforderlich. Denn wird ein 
Punkt willkürlich gestellt, so sind wegen der festen Verbin- 
dung für einen zweiten Punkt nur mehr zwei Coordinaten 
und fQr einen dritten Punkt nur eine Ooordioate X^UkÜrlich, 
alle übrigen Ooordinaten sind dann bestimmt. 

4) Sind in einem beweglichen Körper zwei Punkte fest, so 
kann er durch fortgesetzte Bewegung — ohne Umkehrung der 
Bewegungsrichtung — in seine Anfangs-Lage gebracht werden. 

Aus den obigen Voraussetzungen sollen unter Beiziehung 
des Gongmenz-Azio.ms — welches sieh fQr starre und dabei 
bewegliche Körper auch so aussprechen lasst: Zwei Körper, 
die zu einander eongruent sind für eine gewisse Lage des 
ersten, sind auch noch, eongruent bei jeder beliebigen anderen 
Lage des ersten — für Punkte mit unefidlich kleinen Goor- 
dinaten^ünterschieden die ihnen entsprechend|n analytischen 
Folgerungen abgeleitet werden. 

119. 

Es seien (w, v, w) die Coordinaten eines Punktes des 
Körpers in der ursprünglichen Lage, {u-\-du, i; -f- f/y, 
W -\- (liv) die eines dem ersteren unendlich nahen Punktes. 
Wird der Körper in eine neue Lage gebracht, wobei der Punkt 
(u, V, iv) fest bleibt, so sind die Coordinaten der Punkte in 
der neuen Lage Functionen der ursprünglichen Coordinaten 
und der drei Stellungs-Constanten j?, , jpj» p^f welche die neue 
Lage bestimmen. Sind also in der zweiten Lage [u -^Su, 

V dv, th -\- ö w) die Coordinaten des Punktes {u + du, 

V + dv, HO dw) der ersten Lage, so ist 
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u + dumm f{u + du, v + dv, w + dw, |», ^p^tPz^t ^* ^* 
woraus mit Vernachlässigung der Glieder hj^hererOrdnimg folgt 

dw = ÄQdu -\- B^dv -f- ^V^'^' 

1) dv -« A^du 4- Ii, dv + C, dw 

dw = A^du -\- ]l,dv + 

wobei A^fy C'o, • . J'uüctionen von t*, v, w und Pt,PifPi 
sind. Setzt man der Kürze halber 

* du^ BX du — ' si 

2) ^ By dv^ 61} 

wo 6 eine verschwindend kleine Grösse ist, so geben die 
GleicbuQgeu 1) über in 

2=^A,i-^B:,rj-\-C,t. 
Aeiidert man die drei Stelluugs- Constanlen ^i, , fK} Ih 
um die verschwindend kleiiieu Grössen dp^y dv^i ''/^t? 
ändert .sich die zweite Lage des Körpers d. i. y, g um 
dsß, dy, de* Ist % eine neue Variable und set^t man 



(und analog für B und C)y80 wird 



Drückt man ferner ^,17, i durch x, y, e aus, so er- 
hält man 

dx 



3) 



^sc + b^y + c^z 
^ ^ a,x + hyy + c^z 



In den letzteren Gleichungen ist jeder der Goefficienten 
a, b, c von der Form » 
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« 

(und analog ffir h and e), wo <^jp, , dp^, dp^ willkürlich sind 
es gibt daher unendlich viele Lageuänderungssysteme. Sind 
{qq , . . c^'j, (oq", . . Cj"), (öq"', . . Cy") drei solche Sy- 
steme, 80 kann ein beliehiges viertes {a^, . . immer aus* 
gedrückt werden durch 

a = t a -f- 9o> ' 4" ^- 
"WO f, g, h Gonstante sind für sämmtliche Coefficienten des 
vierten Systems. Umgekehrt: Sämmtliche Lagenveränderungs- 
systeme (a, . . Cj) köriDen aus drei von einander unabhän- 
gigen (a, . . c/), (a", . . (./'), {a"j . . c^") durch Multi- 
plication mit willkürlichen Constanteu f, g, h erhalten wer- 
den (siehe Anhangs Art 5). 

120. 

Aus den Baum -Voraussetzungen des Art. 118 folgt für 
die Gleichungen 3) 

1) Da nur der Punkt [x = 0, y = 0, z = 0) festgestellt 
ist, so kann noch jeder beliebige zweite Punkt (.r„, y^^, r„) 
festgestellt werden; d. h. man kann die VVerthe dp^f dp^t 
dp^ derart wählen , dass 

0 — fl,a?o + Mo + Mo» 

was nur möglich ist, wenn für alle unendlich kleine Dre- 
hungen 

Ol, fti, <?! «0 

2) Die Variable & bestimmt eine Stellung des Körpers, 
-|~ dd' gibt eine unendlich kleine Verschiebung. Auf diese 

Verschiebung lasse man fortgeüetzt der ersteren gleiche Ver- 
schiebungen folgen, welclie also durch die Grössen "O" -f- 2 
^-{-Sdd-, . . bestimmt sind. Bezeichnet man mit die 
ursprüngliche Stellung, mit , -S., , . . die verschobenen, so 
fällt der Punkt [x -j- dXy y -j- dy, z + dz) in mit dem- 
jenigen Punkte von S^^ zusammen, der vor der ersten Ver- 
schiebung die Coordinaten x, ff, 0 hatte. Man erhält daher 
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<lie Lage des_ Punktes {x^ y, z) m Sq naeh Ablauf der zwei-* 
ien yerschiebimg dadarch, dass man den Ort des Punktes 

{X -f- dx, y -|- (^Vf z -|- dz) in /S'y nach Ablauf der ersten 
Verschiebung bestimmt, was dadurch geschieht, indem man 
in den Gleichungen 3) öf,, 60, . . als constant betrachtet 

imd \x -\- dx ^ tf -\- '^y f s -\- (Iä:) «iatt {x, y, z) setzt; u. s. w. 
tl. h, man kann tleii Ort des Punktes {x, y, z) in aS'„ nach 
Ablauf der successiven durch -9- -f- dd", •9' -f- 2^/^, ^ -\- i>0", . . 
ausgedrückten Verschiebungen dadurch l)estimmen, indem die 
(xleichungen 3) unter der Voraussetzung integrirt, dass man 
die Coefücienten a„, , . . a, als constant und Xf y, » als 
Functionen von ^ betrachtet. 

Zur Ausführang der Integration der Gleichungen 3) mul- 
ti])lioire man selbe mit ^, m, n und addire ihre Producte. 
Bestinunt man die Factoren n derart^ dass 

Ih mm lOff + mO) + na, 
mh Ib^ -|- f»&, -j-* 
nh « Ioq + mC| + '^^^ 
wird, so erhält mau die Grosse h aus 

<*o — Ä> ö| 1 ^2 

welche Gleichung drei Werthe Ton h und damit drei zuge- 
hörige Systeme Ton Werthen l, m, n gibt. Aus den Diffe- 
renzgleichungen folgt, wenn man der Kürze halber 

Ix + my -\- nz =^ ü 

setzt, 

äü j jr 

woraus durch Integration 

wo A eine willkürliche Constante bedeutet, erhalten wird. 

Yermdge der Gleichung 4) muss eine Wurzel ^ ^ 
sein, also der zugehörige Werth Yon U d. i. 27, » Gonst.; 
die beiden anderen Wurzeln haben die Form 

« « -j- ©f und ^2 ^ ''^ — ö*> 

woraus für die zugehörigen Werthe von U die Ausdrücke 
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TT I TT ' A (« + «0* 

TT TT * ^ («-«O* 

oder 

t/j « COS(ö3'9' -f- cj 

Uj M -^«"^««(o^ -|- c), 

wo uA und c willkürliche (reelle) Constanie bedeuteU| folgen. 
Daraus erhält mau 

welche Gleichnng mit der Yoraosseizang, dass man durch 
fortgesetste Aenderang von ^ wieder die früheren Werthe 
▼on X, y, g also aaeh von Ut und erhält^ in Widersprach 
stehi Es muss «daher « bb 0 sein. 

121. 

Ans dem vorigen Artikel erhftlt man folgendes Resultat: 

Sind 

5) = l^x + + n^e 

drei lineare Functionen, und betrachtet man die Stellung des 
Punktes {x, y, z) durch die drei Stellungsconstanten p.^^ 
^3 bestimmt, so kann man die Differentialgleichungen, welche 
eine Drehung um den Punkt {u, v, tv) und einen beliebigen 
Punkt bestimmen, auf die Form bringen 

dd^ ' d» d^ 
dabei hleiben also alle Punkte {x, y, 0) in Ruhe, welche den 
Gleichungen 

{7| -» 0 und &2 — 0 

genügen. 

Denkt man sich eine zweite Drehung des Systems , bei 
welcher die Punkte 

{7^ — 0 and l/,»0 

in Ruhe bleiben ^ so smd die zugehörigen Differential- 
gleiehungen 

^^0 ^iT dr, f. da, _ 
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wo (p eine Coiistante und 9^ die diese Drehung bestimmende 
Variable ist. Für eine dritte Drehung, bei welcher die Punkte 

CT, -^0 und 17, —0 
in Ruhe bleiben, hat man analog 

Denkt mau sich die Stellun<fscüJistaiiteu p^y 
Functionen der Grössen -ö-y, i)-., und berücksichtigt man, 
dass aus drei Annahmen für die Coefficieuteu der Differen- 
tialgleichung durch Multiplication mit willkürlichen Constan- 
ten f, </, Ii jedes beliebige mögliche System erhalten wird, so 
erhält man alle unendlich kleinen Verschiebungen durch 

düx ^ — aü^d^Q -\-ifüodi^2 

wo die willkürlichen Factoren h in die Coustanten ca, qp, ^ 
einbezogen sind. 

Aus diesen Gleichungen folgt 

ü,d Uu + U, d L\ 4- U,d U^ = 0, 
d. h. + -f CTo* = const., 

oder, wenn man die Grössen Üq, U^, vermöge 5) und 2) 
durch dUf^Vfdw ausdrückt, 

const — (i^dtt + n^9v + n^dwy 
+ Gi^w + t»! dv + n, 9wY 

d. h. es existirt immer ein homogener quadratischer Ausdruck 
der unendlich kleinen Coordinatenunterschiede {öu, dv, öw), 
der bei allen Dreliungen des Systems um den festen Punkt 
{ii, f, w) constaiit bleibt. Diesen constanten Differentialaus- 
druck kann mau als das Mass des Quadrats der Distanz der 
Punkte {;u,v,tv) und (u + du, v dv, w -i- dw) des festen 
Körpers betrachten. 

Das Quadrat des Linieuelement vom Punkte (0, 0, Ü) bis 
zum Punkte {dx, dy, dz) lasst sich daher bei passender Wahl 
des Coordinatensystems x,y,Jt von der Form Torauasetsen 

ds^ — c?a?» + rfy« + dMK 
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Aus dieser Form folgte dass unendlicli kleine Eauiutheile 
ohne Bücksicht auf ihre G reuzen zur Deckung gebracht 
* werden können, dass also der Baum — in Analoger Weise, 
wie alle Linien ans congraenten Linienelementen und alle 
Flachen (nach Art. 109) aus congruenten FlSchenelementen 
— aus congruenten Raumelementen zusammengesetzt ist. 
Diese Eigensel&aft wird nach Riemann „Ebenheif genannt. 
Auf solche unendlich kleine Baamtheüe lässt sich die encli- 
dische C^eometrie anwenden. 

Anmerkung. Da die Homugeuität des obigeu Ditterentialaus- 
dnicket von der YonnuBetzung der Eziatess TOnuDififerentialquotieiiten 
abhSngt» so folgt, daas ittr die Geometrie die Votanaaetnuigeii der An* 
wendbarkeit der Becbnniig und der Existenz von Differentialquotien- 
ten für die stetigen Functionen der Coocdinalien resp. den Yoraus- 
setzuugeii der Con^rueiiz und der Existenz unendlich kleiner ähnlicher 
llguren entsprechen.* 

122. 

Wie bereits im Art. 117 erwähnt wnrde^ kann die Geo- 
metrie einer Banmform irgend einer Dimension ans dem 
Idnienelemente, für welches nach Biemann ein homogener 
quadratischer Ausdruck der Differentiale der Goordinaten an- 
genonmien wird, erhalten werden. Fflr den Baum von drei 
Dimensionen erhSlt diese Annahme durch die Untersuchung 
von Hehnhölts einen direeten Beweis. Die Baumunter- 
suehungen werden daher durch die Theorie dieser Differential- 
ausdrttdke erledigt; letztere Untersuchungen wurden von £. 
B. Ghristoffel** und B. Lipschitz*** in erschöpfender 

* Beispiele stetiger Functionen ohne Differentialquotienten gibt 
II. Hankel in seinen „Untersuchungen über die unendlich, oft oacilli- 
reuden und unstetigen Functionen". Tübingen, 1870. 

** „Ueber die Transformation der iiomogenen Differentialausdrücke 
zweiten Grades " Grdle Jonnal Bd. 70. „Ueber ein die Transforma- 
tion homogener Diiferentialanedrfieke «weiten Grades betreffendes 
Theorem" Grelle Bd. 70. 

„XJntersnchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen 
YOn n DiflFerentialen." Grelle Journal Bd. 70. „f'ntwicklung einiger 
Eigenschaften der quadratischen Formen von n Dilterentialen". Crello 
Jüurual Bd. 71. „Fortgesetzte Untersuchungen in Betreff der ganzen 
homc^penen IWelioneii Ton » Difeentialen**. Grelle Jotumal Bd. 72. 
Umarbeitongen des YotL sind enthalten im Bnlletin des sdences 
mathtoatiqaes et asfenmomiqnee. Tome lY. 

Vrltehanf, Blmnmt« d«t ftbiolntm Oeomatil«. 9 
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Weise durchgeführt, wesshalb hier xmr die Resultate aoge- 
deotet werden sollen. 

Da ein quadratischer Ansdmck mit n Yariabeln 

dx^', . . dXn — also mit - — Coefficienten, welche Func- 
tionen der Grössen x^, jCj, • • o;» sind, — durch n Gleichungen 

«1 9i (y » • • y«)» ■= 9j (y 1 » y» • • yO» — 9« ö'i » y» • • y«) 

wieder in einen homogenen Ausdruck der Grossen dyi, 
dy^t • • dffn übergeht, so folgt, dass man bei zwei solchen 
Ausdrücken durch Wahl der Functionen • • immer 

n Goefficienten gleich machen kann. Die Ooefficienten des 

Linieneleiüeiites «iud daher durch — ^-^ — - Functionen von* 

. . Xn bestimmt. 

FOr n = 2 ist das Linienelement durch eine Function, 
für »»3 durch drei Functionen der Coordinaten des An- 
fangspunktes bestimmt. 

Man kann nun die Frage stellen: Welche Bedingungen 
sind zu erfüllen, damit zwei homogene quadratische Aus- 
drücke dasselbe Linienelement darstellen? In diesem Falle 
muss jeder der beiden Ausdrücke in den anderen durch eine 
Transformation der Coordinaten umgeformt werden können. 

Für die beiden Ausdrücke 

ds* — Edu^ + 2 Fdudv + G dv* 

ds"" = E' dx" -\-2F' dxdy -\- G' dif 

des Linienelementes einer krummen Fläche erhält man als 
Bedingung die Gleichheit des KrÜmmungsmasses. 

Für n = 3 sind drei Bedingungen, dass der eine Aus- 
druck eine Transformation des zweiten ist. Dieser Fall wurde 
Ton F. Suworof* behandelt. 

123. 

Zur Erläuterung der im Aufauge des Art. 117 auge- 
deuteten Sätze Süll die Beitramische Theorie*"^ der Räume 

♦ Die Charakteristiken der Systeme von drei Dimensionen. Die 
Original- Arbeit (III S. mit \ ollHtruKlip uusgefülirten Zwisclienrechnun- 
gen) erschien rus>8i.sch 1871 in Kiizan. lün vollständiger Auszug (vom 
Autor verfasst) iiudet sich in dem Bulletin de» sciences mathC'matiques 
et aatronomiques, tome IV. 

** Teoria fondameniale degli spaiü di curratnra coitaiite. Annali 
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constanter Krümmung dienen^ welche eine YeraUgememeruiig 
der Art. 114 — 116 ist 

Das Idnienelement des n-Dunensionen-BaameB tou con- 
stanter negativer Krflmmung — 1 : X;' ist gegeben durch 

(t^ (jß^ — ^ * ~1~ "^"2^ * * '^f^ * 

Die Bediugongf dass s ein Minimum wird, ist durch n — 1 
lineare Gleichungen zwischen den Grössen ^j^^^ . aus- 
gedrückt (siehe Anhang Art 6). 

Die Entfernung q der beiden Punkte st^^x^^ * .Xn^ und 
erhält man durch die Gleichung 

* /a'' - XY - x.^ . . — ^«^ V - a:,'' - a-,»' . . — 

Jeden beliebigen Theil des Raumes Jcann man in einen 
andern Ort übertragen und daselbst mit eiriom entsprechenden 
Raumtheil zur Deckung bringen. Diese Uebertragung ge> 
schiebt analytisch durch eine sogenannte homographische 
Transformation. 

In gleicher Weise lassen sich die übrigen im Art. 116 
angegebenen Transformationen durchführen. Spedell möge 
der dem ^ Ausdrucke I) entsprechende angegeben werden. 
Führt man statt der Grössen x^^ x^^ . . 0^ Variable 
Aj*^ . . ein, wo 

vorausgesetzt wird^ so erhält mau 

wo dA*^ « dXi^ + dli^ + . . + dl^ ist. 

Ist ^ die Entfernung des Puüktes x^, X2, - * Xn vom 
Gooidinatenan&ng, so ist 



tli Materaatif u, .S( rio II. Tomo 11. Iü'ö Französisclio nbt'rdetz.t von .\ 
Hoüel in den „Aunales de i" Ecole Normale aapericure'* t. VI; 1869. 
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dadurch erhalt man für das Lmienelemeiit den Ausdruck 
Der Ausdruck 

x'i = a2 + a?,2 + a;,2 + . . 4- a;«* 

bestmimt das Linienelement des n-Dimensionen- Baumes mit 
constanter positiver Erfimmoog + 1- ^ die Entfer- 

nung zweier *t'Qnkte erhält man 

cos^= ^ -h «lae,* + «»a^* + - » 4- «« «»»^ ^ 

In diesem Ausdrucke können die Coordinaten 
Xn alle Werthe von — 00 bis -f- annehmen. Die Grösse 
Q bleibt immer endlich. Denn setzt man 

wo . 

^i' + V + • • + V — l 

ist, so erhiUt man fQr t m 00 

* Ka« + «|« + .. ' 
d. h. p gleich einer endlichen Grösse. 

Durch zwei Punkte ist eine Kürzeste nicht immer ein- 
deutig bestimmt. Denn sind die Coordinaten der beiden 
Punkte unendlich, so folgt aus den Gleichungen der Kür- 
zesten 

für beide Punkte mit unendlichen Coordinaten im l\illt; der 
Gleichheit der Verhältnisse Un- 
bestimmtheit der Coeflicienten 2^/, . . im Falle der 
Verschiedenheit dieser Verhältnisse sind diese letzteren Coef- 
ücienten, also auch sämmtliche Coordinaten der Punkte der 
Kfirzesten unendlich. 

Der Raum constanter positiver Krümmung ist im Räume 
constanter negativer Krümmung enthalten.* 

* Diaaer wichtige Satz bildet den SohluBs der hOohst inteceMsnten'^ 
Abhandliing yon BeltranU. 
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Denn setst man 
so erhält man • 

+ Ui +y%+"+ yn i. 

FOr den Baum oonstanter negativer Erfinmrang — 1 ist 

d^ « dq' + (k^ tmj^y{dX,^ + dk^^ + . . + dXn^) 
Aj^ + Aj2 + . . + A„2 = 1 . 

Setzt man in diesem Ausdrucke g Const, so erhält 
man einen « — 1 -Dirnen sionen-Raiun von der constanten 
Krümmung — letzterer ist nach der obigen Formel 
ein n — 1- Dimensionen -Baum von der Krümmung 1 : h^, wo 

ist Für 'kf^^oo geht der Baum negativer Krümmung ih 

den euc)idi8che& fiber^ &ix diesen ist X; — p. 

Anmerkiing 1. Aas diesem Satse erhellet am deutlidisteii die 
ünriehtigkeit der in manohen Kreisen gdiegten Ansicht von der Selbst- 
sttndigkeit der drei Formen der Geometrie. YergL Art 105. 

Anmerkung 2. Von den HaumfoVmen wurden jetzt die 
ebenen Hilume, welche als Yerallgemeiuerting des euclididchen Rau- 
mes far eine Iteliebige Dimensionszalil erscheinen, am ausfülirlichsten 
behandelt. Hierher gehörige Untersuchungen sind von Kronecker 
(Monatshefte der BerUner Akademie, 1869), Beez (Mathematische An- 
nalen, Bd. 7) und A. angestellt. Eine Anzeige einer Tollstibidigen 
Darstellung gibt C. Jordan in seinem „Essai snr la G^om^trie & n 
Dimensions.*' Comptee rendns LXXV, p. 1614. 
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Anhang. 



1. 



Dasselbe folgt auch aus dem Lobatschewsky'schen Be- 
weise des Satzes, dass — unter der Voraussetzung die Win- 
kelsumme eines eudlicbeu Dreiecks ist kleiner als zwei Rechte 
— zu jedem Winkel als Parallelwinkel sich die zugehörige 
Distanz finden lasst.* Der Beweis wird daselbst auf folgende 



wo i) J_ EÄD Yorausgesetzb wird. Durch fortsetzte Wie- 
derholung dieses Verfahrens muss man zu einer Senkrechten 
gelangen, welche die Gerade AC nicht mehr schneidet. Es 
muss daher eine (naher an A liegende) Grenzlinie MN 
ezistiren, fOr welche die Senkrechten näher bei A die Gerade 
AC schneiden; diese Senkrechte ist zu der Geraden ÄC 
parallel. Denn zieht man die Gerade MF unter einem be- 
liebig kleineu Winkel mit dieser Grenzlinie und ist F ein 
Punkt derselben, so erhält man, wenn durch F die Gerade 
FG _L AB gezogen wird, ein Dreieck AGH, in welches die 
. Gerade MF eintritt, also hinreichend verlängert die Gerade 
AC in einem Punkte, etwa K, schneidet." 

Setzt man AB = aj so werden für die Dreiecke ADFj, 
. . die Seiten AD, . . resp. 2a, 2^a, . . Ist für AF— 

* <}eometriidhe üntenachuBgen 8. 19. . 




Art geführt: „Ist BAC der ge- 
gebene Winkel, so sei in dem 
bei B rechtwinkligen Dreiecke 
ABC die Winkelsumme » 2B 
— a, Macht man BD ^AB, 
so ist die Winkelsnmme des Drei- 
ecks ADC^ 2 JB— 2«, also die 
des Dreiecks ADE < 2 JB ^ 2«, 
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die Construction unmöglich, so muss 2 11 — 2"« — ... be- 
reits < It -\- B AC geworden sein. Ist a unendlich klein, 
so muss a ebenfalls unendlich klein sein, weil sonst für eine 
unendlich kleine Distanz A P die Construction eines bei M 
rechtwinkligen Dreiecks unmöglich vf'iire. Der Grenzwerth 
der Winkelsumme des rechtwinkligen Dreiecks ABC muss 
daher mit dem Verschwinden der Seite AB die Grösse 2R 
erreichen. 

2. 

Wegen der Wichtigkeit der hyperbolisclieu Functionen in 
der absoluten Geometrie sollen die am häutigsten vorkommen- 
den Relationen zusammengestellt werden. 

1) = ^ , i(ii$a; = — 



2) slit sm ari , tüsx'^ cos o;» , 

tan a; = i tan a;i , rül = i cot a?» . 

3) ÄiiiO«0, tuso«!, ten^—O, 

4) Ist 0(11 X = 0j so heisst a: = üXC S'Ul 0 u. s. w. 



m Bin X «= log{a? + >^ + 1)» 
«rc ca$ X « log (a? -f /x^— 1 ) 

nrrtiiita?— 'ilogd^;-^) . 

5) C0$ x-^ — 6in a;' = 1 , tau a:^ -{ üfC aj' = 1 . 

6) sin (« ± y) = ^itt * y ± fOiS' xBvay 
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7) 
10) 



tn» -h tüB y + Bin x sin y 
sin 0? » m xdx , e{ m » Bin 

dx 1 . dx 



dimx 



d üxt ^xn X 
d m tau X 



dx 



dx 



d üXt tos X = 
d üit (0t a; «= - 



dx 



dx 



Die liyperbolischen Functiüuen kouneii in der eiiclidischeii 
(u'oni'jtrie in gleicher Weise durch Linien einer gleicliseitigen 
Hyperbel mit den Ilalb-Axen a = h = \ versiuniicht werden, 
wie die gouiomeirischen Functionen am Kreise. 

Beschreibt man fiber die grosse Axe AA' eiffer Ellipse 
ab Dnrchmesser eine^ Kreis, so ist das VerbSltniss der bei- 
den zwischen denselben zwei Senkrechten auf die Axe ent- 
haltenen Flachen mmhia. Gleiches gilt von den Dreiecken^ 
welche einen Punkt der Axe zur gemeinsamen Spitze und 
die in dieselbe Gerade fallenden Ordinaten y und 8 zur Basis 
haben. Ist 0 der Mittelponkt der Ellipse und des Kreises, 
wff ist daher fttr die in dieselbe Senkrechte auf die Axe fallen- 
den Punkte M und N 

Sector AOM : Sector AON^bia 
Sector AON ? arc sin 4- 

Sector ulOJIf — ~ aro sin 1^ . 
Daraus folgt, wenn Sector JLOJIf»Y S^^^^ wird, 



ebenso 



Setzt man bi statt h, so geht die Ellipse in eine Hy- 
perbel über und man erhalt: 



y ^ 

b 


sin 


u 

ab ' 


£. 


cos 


u 


a 


äb 
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f&r a « 5 « 1 stelleii ako die CoordiDaten a und y des 
Punktes M der gleicfaseiiagen Hyperbel die früher definirten 
liyperbolischen Functionen dar, dabei bedeutet u die doppelte 
Fläche des Sectors ÄOM,* 

3. 

• 

Dass aus dieser Gleichung die sämmtiichen Formeln für 
das rechtwinklige Dreieck erhalten werden können , wird so 
bewiesen: Es sei zunächst a und e <B. Ftg. m. 

Bfan yerlSngere BA und BC derart, 
dass BA' « BC = R wird; ist D der 
Durchschnittspunkt der Bogen CA und 
CA', der mit A auf derselben Seite des 
Bogeus BC liegt, so ist A' C = JJ, 
CC = R — a = D. 

Wendet man die erhaltene Gleichung 
auf die Seiten AA' und AI) des bei A' rechtwinkligen 
Dreiecks AA' J) an, so erhält man 

sin (J2 — c) = sin (12 — h) sin {11 — a) 
sin (jB — JB) = sin (Ä — h) sin -4 

oder 

cos c = cos h cos a 
OOS £ — « OOS 5 sin ^. 

Auf analoge Weise wird der Beweis gefGdirt, wenn 
c > B oder a und c > 12 sind. 

4. 

Hierbei wurde folgender Weg eingeschlagen. Es seieu 
a imd «' zwei geometrische Breiten eines Sternes S, welclic 
zwei unmittelbar auf einander folgenden Positionen A und A' 




* Ausführlicliere Daxstelhmgen der Theorie der hyperbolischen 
Functionen sind: 1) Gudermann, Grelle Journal Bd. 6—0. 2) Gru- 
nert, Archiv B. 38.. 3) C. A. Laisant, Essai sur les li'onctioiis 
hyperboliques. Paris, 1874. 
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der Erde in demselben Breitenkreise des Sternes entsprechen, 
80 ist AA' = 2a = nahe dem Durchmesser der Erdbahn. 
Setzt man den Winkel A8A' ^d, 90 folgt, falls die eudidi- 
sehe Geometrie stattfindet, 

« » «' -f^ ^• 

Verschwindet die Entfernung 2a gegen die Entfernung AS 
oder A' so ist d = 0, also AS H A S und 

a = a' • 

im Falle des Micbtstattfiudeus der euclidischen Geometrie, 
ist a von «' verschieden; fttr « > «' kann man' A' A um 
eine solche Strecke AB = x verlängern, dass BB' A.AB 
parallel A8 wird. Dann ist 

oder 

_ « _«__»« 
tan ^ a B e * , tan ^ a' c * * , 

also 

Sa 

* tan«'» 

aus welcher Gleichung der Werth von "k folgen würde. 

Auf jeden Fixstern mit verschwindender Parallaxe kann 
diese Mel^ode angewendet werden. 

5. 

Sind nämlich, 

gesetzt, 

a' ««ig,' +«,(/,' -\-a,,q^ j 
a =«l2l +«202 4-«3tf3 J 

drei bestimmte Annahmen für den Coefficienten o, femer 

eine beliebige vierte, so erhält man aus den Gleichungen (1) 
die Grossen a^, «Cji «^ in der Form 

« ^ |8 V + r a" + /J"V", 
wo /?', jS'', ß*" blos von den Grössen g/, g/, . . g,"' abh&ngen, 
also fSx alle Coefficienten a, 2/, c eines T^nsformationssystems 
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consUat amd. Seist man diese Ausdrflcke in (2), so er- 
hatt man 

+ (A"'fft + A'"«. + A"'&) 

Setzt man 

a^fa' + ga" + ha", 

80 entspricht jeder Annalmie von q^q^ti^^ System yon 
Werthen ffkt f,g,h und umgekehrt 

6. 

Das Integral 

innerhalb der den beiden Endpunkten, der kürzesten Linie 
entsprechenden Grenzen, muss ein Minimum werden. 

Betrachtet man x, 'x^. . . Xn als Functionen einer Va^ 
riablen ^, und setzt der Kürze halber 

dX > dXi / dXn / 

wo il eine Function von t bedeutet^ so ist 
Entwickelt man ÖJ, so wird 
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Die integrirten Glietler fallen, wegen dx=sO, da;, = 0, 
. . dar« = 0 für t = t^ und t = t^, weg; die Gleichuug 1) 
zeifallt, da dx, Öx^, . . da;« willkürlich sind, iu 

dx dt\dxj " 

dXn dtXjxZ) ^' 

Nun isl 

a«t dx: xü 

^^2Xx IL^^ 

dXn dx,' XX' 

Dadurch gehen die Gleiehiingen 2) über in 

Multiplicirt man <lie ( Jleiclmiigen 3) resp. mit a?, .. 
jC» und addirt die IVoducte, so wird 

Berücksichtigt man, dass 

d /XrXr'\ d / Xr' \ , Xr* 

'dt \ xX ) ^'"ift \xx)'^ xX 

XX + x^x( + . . + a?»a^' — 0 
ist, 80 geht die Gleichung 4) über in 

0 — — 2AaS 

woraus A = 0 folgt. 

Die Diff^entialgleichangen 3) der Kürzesten werden 
daher 
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Die GleichoBgeu 6) geben 
wo c^, c.^, . , Cn willkfirliche Oonstanten bedeuten, womus 



wo = -f- <^2^ + • • 4" <^n^ gesetzt wird, folgt; die Glei- 
chung 5) wird dadurch identisch erfüllt. 

Ist dif das Element der Kürzesten, so wird, wenn man 
far wadisende Xx, x^, . . Xu das untere Zeichen nimmt. 



woraos dureh Integration 
oder 

8) cx =- — - — * 

folgt; bedeutet die lutegrationsconstante. 

Bezeichnet man mit a^i", X2^, Xf^ den Pimkt des An- 
fanges der Linie ^ (für welchen also p » 0 ist), -mit sf^ die 
entspreehende Function x^ so wird 

woraus durch Elimination von c aus 8) folgt 

Die Gleichungen 7) der Kürzesten geben 

dXi «= c^x^dt 

woraus durch Integration 
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imd analog . . ^»y wo a,» Of^.-au die Integiatioiia- 
constante bedenten, folgt. 
Daraus erhalt man 

deren Summe der Quadrate 

2(a« — «1«!» — . . — a;«a;«o) - a;« — a^' 

liefert. Elimiii irt mau aus den Gleichungen 9) und 10), 
so erhält man 

* Va* - a?!» ^^«i«. / a« - x/— • • — 
Zusatz. EiUminirt man aus den obigen Gleichungen 

der Kürzesten die Grösse *0 erhält man 

. jPj BS h^x^ + V > • • l iflP» + — I 9 

wo hl', . . W^i Oonstante bedeuten. Dieselben 

Gleichungen werden auch unmittelbar aus den Gleichungen 
7) durch Elimination der Grösse dp X ' erhalten. 
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